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Reprezentarea Curbelor şi 
Suprafeţelor
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Descrierea Parametrică a
Curbelor 

• În 2D:
y = f(x) , x = variabilă independentă
x = g(y), y = variabilă independentă

• Reprezentare explicită
• Probleme:

Pantă infinită
Bucle
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Descrierea Parametrică a
Curbelor 

• Rezolvare: utilizarea unei variabile independente 
⇒ parametru:

x = X(u) , y = Y(u), u∈ [a,b]
• Un punct Pi de pe curbă: Pi[X(ui),Y(ui)], cu ui în

intervalul [a,b]

• Panta tangentei la curbă în Pi:
du
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Descrierea Parametrică a
Curbelor 

• Exemplu:
Ecuaţia implicită x2 + y2 = 1 ⇒

Utilizând un parametru:
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Descrierea Parametrică a
Curbelor 

( )ux cos= ( )uy sin=
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Descrierea Parametrică a
Curbelor 

• În 3D:
y = f(x) ,z = g(x)

• În forma parametrică:
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Curbe Cubice Parametrizate

• Problemă: un set de puncte {Pi, i=0,n}

⇒ o curbă netedă care să conecteze aceste 
puncte
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Curbe Cubice Parametrizate

Curbă de interpolare Curbă de aproximare
 

 

Descriere parametrică: C(t)=[x(t),y(t)], t∈ [0,1]
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Curbe Cubice Parametrizate

Funcţii polinomiale de 
grad n

⇒ oscilaţii între punctele
de control

Rezolvare: curbe cubice

Polinom de grad 6:
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Curbe Cubice Parametrizate

Curbă cubică parametrizată – set de funcţii 
polinomiale de grad 3:
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Curbe Cubice Parametrizate

Proprietăţi:
• Curbe de ordin minim care asigură 

continuitate de ordin 1 şi 2
• Curbe de ordin minim care pot descrie 

curbe non-planare
Curbele de ordin superior – improprii pentru 

grafica pe calculator (oscilaţii)
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Curbe Cubice Parametrizate

Mai multe puncte de 
control – subseturi de 
câte patru puncte 
consecutive

 

P1 

P2 P3 

P4 

P5 P6 

P7 
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Curbe Cubice Parametrizate

Aspect esenţial: 
controlul local  

Pi 

Pi’ 
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Curba Hérmite

Este determinată de două puncte şi 
tangentele la curbă în aceste puncte
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Curba Hérmite
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Curba Hérmite
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Mh – matricea curbei Hermite

Ghx – vectorul geometric tip Hermite
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Curba Hérmite

3 puncte: P1, P4, P7 ⇒ 2 curbe Hermite
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Curba Bézier 

Funcţii polinomiale Bernstein

Proprietăţi:

Pentru gradul 3:
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Curba Bézier generală

N+1 puncte de control P0,…Pn
Forma parametrică (gradul n):
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Curba Bézier cubică

4 puncte de control P0, P1, P2, P3
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Curba Bézier cubică
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Curbe B-spline Cubice

N+1 puncte de control
N-2 curbe elementare
4 puncte de control: Pi-1, Pi, Pi+1, Pi+2
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Curbe B-spline Cubice

Exemplu:

P 0 

P 1  P 2  

P 3  

P 4  

P 5  
P 6  

P 7  

 C 1  
C 2 

C 3  
C 4  C 5  

Slide 24© Sorin Babii 2001

Curbe B-spline Cubice
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Curbe B-spline Cubice

Matricea Spline:

Proprietăţi:
Continuitate de ordin 0, 1 şi 2

xi(1)=xi+1(0), xi’(1)=xi+1’(0), xi’’(1)=xi+1’’(0), 
Control local
Repetarea unui punct de control
Curbe închise: [P3 P0 P1 P2 P3 P0 P1]
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Comparaţii

Curba Hermite
Curba Bezier
Curba B-spline
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Divizarea curbelor

Câteva metode de vizualizare a curbelor definite prin ecuaţii 
parametrice.

Calculul unei succesiuni de puncte de pe curba de vizualizat, prin
eşantionarea intervalului [0,1] cu un pas constant. 

Altă metodă  - divizarea recursivă a curbei.
o Pentru determinarea intersecţiei unei curbe parametrice cu un alt 

obiect. 
o Se începe prin calculul punctului de pe curbă corespunzător valorii

0,5 a variabilei parametrice; → două segmente de curbă. 
o În continuare se calculează punctul de mijloc pentru fiecare dintre 

cele două jumătăţi, şi aşa mai departe,
o Până când segmentele de curbă la care s-a ajuns satisfac un 

anumit criteriu dependent de aplicaţie.
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Divizarea curbelor

curbă parametrică cubică

Două părţi: 0 ≤ u ≤ 0,5 , 0,5 ≤ u ≤ 1.
Prima jumătate  - variabila parametrică u1$[0,1] (u$[0,0.5]).
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Divizarea curbelor

Altă formă: ( ) [ ] 11111111 23 GMUGMuuuuC ⋅⋅=⋅⋅=

GMSMGMMGMSGM ⋅⋅⋅=⋅⋅⇒⋅⋅=⋅ −− 1111 11

Identificăm cele două expresii ale curbei C1:

Notăm 

MSMH ⋅⋅= − 11 1

Deci
GHG ⋅= 11
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Divizarea curbelor

Matricea H2 pentru a doua jumătate a curbei:

u → (u2 + 1) / 2. (u2$[0,1], u$[0.5,1])
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Divizarea cubicelor Bézier

Calculăm H1 şi H2 particularizând matricea M:
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Divizarea cubicelor Bézier

P0, P1, P2, P3 - punctele de control ale curbei originale.

H1⇒
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Divizarea cubicelor Bézier

prima jumătate a curbei: 
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Divizarea cubicelor B-spline 

P0, P1,..., Pn - punctele de control.

Ci(u) segmentul de curbă definit pe intervalul Pi-1, Pi, Pi+1, Pi+2. 
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prima jumătate: [ ] [ ]Tiiiiiiii PPPPHSSSS 2111211 ++−++− ⋅=

a doua jumătate: [ ] [ ]Tiiiiiiii PPPPHQQQQ 2112211 ++−++− ⋅=
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Divizarea cubicelor B-spline 

prima jumătate:

[ ] [ ]Tiiiiiiii PPPPHSSSS 2111211 ++−++− ⋅=

a doua jumătate:

[ ] [ ]Tiiiiiiii PPPPHQQQQ 2112211 ++−++− ⋅=

2111 ,, +++− === iiiiii SQSQSQ
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Divizarea cubicelor B-spline 

Pentru o curbă dată prin 6 puncte de control:

Prima jumătate a curbei: S0, S1, S2, S3, S4, S5,

A doua jumătate, Q0, Q1, Q2, Q3, Q4, Q5

251403 ,, QSQSQS ===
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Divizarea cubicelor B-spline 
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Divizarea cubicelor B-spline 
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Conversia între reprezentări 

Un segment de curbă, C ( ) [ ] PMuuuup ⋅⋅= 123

Reprezentare echivalentă: ( ) [ ] PMuuuup ′⋅′⋅=′ 123

Condiţia: PMPM ′⋅′=⋅

[ ] PMMP ⋅⋅′=′ −1
Exemplu: B-spline → Bézier 

PP ⋅
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