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Sa reludam un exemplu

// assume(n>2);
void partition(int all, int n) {
int pivot = al[0];
int lo = 1, hi = n-1;
while (1o <= hi) {
while (lo < n && al[lo] <= pivot)
lo++;
while (alhi] > pivot)
hi--;
if (lo < hi)
swap(a,lo,hi);
}
}

Cum putem rationa despre acest (fragment de) program ?



Inceputurile verificarii programelor

Scopul: formalizarea semanticii limbajelor de programare

Robert W. Floyd. Assigning Meanings to Programs (1967)

"an adequate basis for formal definitions of the meanings of programs
[...] in such a way that a rigorous standard is established for proofs’

" If the initial values of the program variables satisfy the relation Ry, the
final values on completion will satisfy the relation R."



Floyd: Assigning Meanings to Programs

Metoda: anotarea unui program (schem3 logicd) cu asertiuni

verification condition: o formuld V(P; Q) a.i.
daca P e adevarat inainte de a executa c,
atunci @ e adevarat /a iesire.

strongest verifiable consequent (pt. un program + o conditie initial3)
= cea mai puternica proprietate valabila dupa executia programului

Formulele/asertiunile: exprimate in logica predicatelor de ordinul |



Floyd: Assigning Meanings to Programs

Lucrarea lui Floyd:
dezvolta reguli generale pt. combinarea conditiilor de verificare
si reguli specifice pentru diferitele tipuri de instructiuni
introduce invariantii pentru rationamentele despre cicluri

trateaza terminarea folosind o m3surad pozitivd descrescitoare



Lucrarile lui Hoare

C.A.R.Hoare. An Axiomatic Basis for Computer Programming (1969)
— ca Floyd, trateaza preconditii si postconditii
pentru executia unei instructiuni

— notatia de triplet Hoare pune mai clar in evidenta
relatia dintre instructiune si cele doua asertiuni

— lucreaza cu programe textuale, nu scheme logice



Lucrarile lui Hoare

— Notatie: corectitudine partiald {P} S {Q}

Dac3 S e executat Tntr-o stare care satisface P,
si executia lui S se termin3
= starea rezultanta satisface @
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Lucrarile lui Hoare

— Notatie: corectitudine partiald {P} S {Q}

Dac3 S e executat Tntr-o stare care satisface P,
si executia lui S se termina
= starea rezultanta satisface @

— Ulterior: rationamente similare pt. corectitudine totald [P] S [Q]

Daca S e executat Tntr-o stare care satisface P
= executia lui S se termina
si starea rezultant3 satisface Q

Aplicatie riguroasd: C.A.R.Hoare. Proof of a Program: FIND (1971)



Axiomele (regulile) lui Hoare

Sunt definite pentru fiecare tip de instructiune Tn parte;
prin combinatia lor, se poate rationa despre programe ntregi



Axiomele (regulile) lui Hoare

Sunt definite pentru fiecare tip de instructiune Tn parte;
prin combinatia lor, se poate rationa despre programe ntregi

Atribuire: unde Q[x/E] e substitutia lui x cu En Q

{QIx/E]} x = E{Q}

Ex {x=y—-2} x =x+2 {x=y}

(in rezultat x = y, substituim x cu expresia atribuitd, x + 2
si obtinem x +2 =y, deci x =y — 2)

Obs: scrierea “inapoi” a regulii (P n functie de Q) simplificd exprimarea



Axiomele (regulile) lui Hoare

{PrS{Q} {Q} S {R}
{P} S1:% {R}

Secventiere:

{PANE} S {Q} {PAN—-E} S {Q}

Decizie:

{P} if E then S; else S, {Q}



Regulile lui Hoare (cont.)

Ciclul cu test (initial): cheia in rationamentul despre programe

— trebuie gasit un invariant | = o proprietate mentinuta adevarata
de fiecare executie a ciclului (exprimatd Tn punctul dintre iteratii)



Regulile lui Hoare (cont.)

Ciclul cu test (initial): cheia in rationamentul despre programe

— trebuie gasit un invariant | = o proprietate mentinuta adevarata
de fiecare executie a ciclului (exprimatd Tn punctul dintre iteratii)

— dacd intrdm in ciclu (E), invariantul e mentinut dupd o iteratie S

— dacd nu mai intrdm (—E), invariantul implicd concluzia Q



Regulile lui Hoare (cont.)

Ciclul cu test (initial): cheia in rationamentul despre programe
— trebuie gasit un invariant | = o proprietate mentinuta adevarata
de fiecare executie a ciclului (exprimatd Tn punctul dintre iteratii)

— dacd intrdm in ciclu (E), invariantul e mentinut dupd o iteratie S

— dacd nu mai intrdm (—E), invariantul implicd concluzia Q

Regula lui Hoare pentru while

{INEYS{I} {IA-E}={Q}
{1} while E do S {Q}




Exemplu de aplicare a regulilor lui Hoare

Gasim pe n stiind c3 initial e intre 1o si hi:

while (lo < hi) { // cautare binard; I: lo <= n && n <= hi
m = (lo + hi) / 2;

if (n > m) // ambele cazuri mentin lo<=n && n<=hi
lo = m+1; // n>m=>n>mn+tl => n >= lo
else hi = m; // '(n>m) =>n<=m=>n <= hi
} // 1 ramane adevirat

// lo<=n && n<=hi && !(lo<hi) => lo==n && n==hi
assert(n == lo && n == hi);



Regulile lui Hoare Tn prezenta pointerilor

S3 stabilim {P} X =2 {v + xx = 4}



Regulile lui Hoare Tn prezenta pointerilor

S3 stabilim {P} X =2 {v + xx = 4}
Care este preconditia P ?

Raspunsul corect:
v=2V x=&v

Dar aplicarea regulii (v + xx = 4)[xx/2] pierde cazul al doilea.



Regulile lui Hoare Tn prezenta pointerilor

Trebuie sa modelam memoria



Regulile lui Hoare Tn prezenta pointerilor
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Fie functiile rd(m,a) return d si wr(m,a,d) return m’
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Regulile lui Hoare Tn prezenta pointerilor
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Avem regula: rd(wr(m, a1, d), az) = { rd(m, ;) dac a» # an

Trebuie sa deducem o proprietate a memoriei m din relatia:
rd(wr(m, x,2),&v) + rd(wr(m, x,2),x) =4



Regulile lui Hoare Tn prezenta pointerilor

Trebuie sa modelam memoria: m = memorie, a = adresa, d = data.
Fie functiile rd(m,a) return d si wr(m,a,d) return m’

d dacd a» = a1

Avem regula: rd(wr(m, a1, d), az) = { rd(m, ;) dac a» # an

Trebuie sa deducem o proprietate a memoriei m din relatia:
rd(wr(m, x,2),&v) + rd(wr(m, x,2),x) =4

rd(wr(m,x,2),&v)+2 =4
rd(wr(m, x,2),&v) =2

x=&VvA2=2 V x#&vArdim&v)=2
x=&vVv=2



Operatorul weakest precondition al lui Dijkstra

E.W. Dijkstra. Guarded Commands, Nondeterminacy and Formal
Derivation of Programs (1975)

— pentru o instructiune S si postconditie datd @ pot exista mai multe
preconditii P astfel incat {P} S {Q} sau [P] S [Q].

— Dijkstra calculeaza o preconditie necesara si suficientd wp(S, Q)
pentru terminarea cu succes a lui S cu postconditia Q.



Operatorul weakest precondition al lui Dijkstra

E.W. Dijkstra. Guarded Commands, Nondeterminacy and Formal
Derivation of Programs (1975)

— pentru o instructiune S si postconditie datd @ pot exista mai multe
preconditii P astfel incat {P} S {Q} sau [P] S [Q].

— Dijkstra calculeaza o preconditie necesara si suficientd wp(S, Q)
pentru terminarea cu succes a lui S cu postconditia Q.

— necesard (weakest): dacd [P] S [Q] atunci P = wp(S, Q)

— wp e un transformator de predicate (transform3 post- in preconditie)

— permite definirea unui calcul cu astfel de transformari



Preconditiile lui Dijkstra (cont.)

Atribuire: wp(x = E, Q) = Q[x/E] (v. regula lui Hoare)
Secventiere:  wp(S1; S2, Q) = wp(S1, wp(S2, Q))

Conditional:
wp(if E then S; else S, Q)
= (E = wp(51, Q) A (—E = wp(S52, Q))



Preconditiile lui Dijkstra (cont.)

Pentru iteratie e nevoie de un calcul recursiv.
Definim wpg, n ipoteza ca bucla se termina in cel mult k iteratii:

wpo(while E do S, Q) = —E = Q (nu se intra in ciclu)

wpk+1(while Edo S, Q)
= (E=wp(S, wpk(while Edo S, Q))) A (-E=Q)



Preconditiile lui Dijkstra (cont.)

Pentru iteratie e nevoie de un calcul recursiv.
Definim wpg, n ipoteza ca bucla se termina in cel mult k iteratii:

wpo(while E do S, Q) = —E = Q (nu se intra in ciclu)

wpk+1(while Edo S, Q)
= (E=wp(S, wpk(while Edo S, Q))) A (-E=Q)

(< k + 1 iteratii < o iteratie urmat3 de < k, sau 0 iteratii;
echivalent cu descompunerea primului while in if)

= se poate scrie ca formul3d de punct fix



Recapitulare: verificarea prin demonstrare de teoreme

1. Se scriu triplete Hoare / preconditii Dijkstra

2. Se verifica inlantuirea lor
(cu un demonstrator de teoreme / procedura de decizie).

Exemple:
cu regula lui Hoare pentru secventiere
se verificd Pre = wp(Prog, Post)
se verificd | A E = wp(CorpCiclu, 1) pentru cicluri



