Logica si structuri discrete

Logica propozitionala. Aplicatii
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Cum codificam probleme in logica propozitionala?

Cum determinam daca o formula e realizabila?
algoritm folosit n rezolvarea multor probleme



Unde aplicam logica booleana?

Calculatoarele sunt construite din circuite logice
= realizeaza aceleasi functii ca in logicd (SI, SAU, NU)

Numerele sunt reprezentate in calculator in baza 2
= valori boolene / biti: (0 sau 1, F sau T)

Aritmetica pe numere e implementata prin circuite logice

add( a, b) {
b 7 add(a"b, (a&b) << 1) : a;
}
add a b =
b=0 a add (a lxor b) ((a land b) 1sl1 1)

Multimile pot fi reprezentate prin vectori de valori boolene
pentru fiecare element: T/F, face sau nu parte din multime ?

= reprezentdm notiuni (reale sau matematice) in logicd booleand



Aplicatii: C3utare / explorarea starilor / planificarea

Putem ajunge la o pozitie castigatoare intr-un joc ?
Exista un drum intre doua noduri intr-un graf ?

Planificare = gasirea unui sir de actiuni care duc la o tintd

de la ordonarea unor actiuni intre care exista constrangeri
pand la comportamentul unor roboti inteligenti / autonomi

In general: intr-un sistem descris prin stdri si actiuni (tranzitii),
cum gasim o cale de la o stare initiald la o stare tint3 (finald) ?



Exemplu: jocul cu ordonarea a 3x3 piese

]
6]

Trebuie s3 codificim starea (configuratia): pozitia pieselor

Se poate reface ordinea? Din cite mutari?

Numerotam pozitiile: 123
456
789

BEN
=[]

Putem alege un vector v = (p1, p2,...,p9), pi € [0..8] (0 = liber)
fiecare valoare p; poate fi reprezentatd boolean (cu 4 biti)

pr=2Ap2o=0Ap3=5HA..

sau direct cu booleni p;; = piesa i (1..8) e pe pozitia j (1..9)
=p11 A—p12 A—p13 A pra ... piesa 1 e pe poz. 4 (doar acolo)
P21 A poa A a3 A mpog A .. piesa 2 e pe poz. 1

O stare poate fi descrisa printr-o formuld propozitionalé‘




Cum reprezentam o mutare?

O mutare se face intre 2 st3ri: starea curentd si starea urm3toare,
reprezentate prin vectori de stare v si V', fiecare cu propozitiile sale:

v=(p11,p12,---) stV =(p11,Pi2, ) Si
123
Sunt 12 perechi de pozitii vecine: {(1,2),(1,4),...(8,9)} 456
789
Introducem 12 propozitii: mj» = mutarea intre poz. 1 si 2, etc.

Dacd facem mutarea mss:
piesa de pe poz. 11n v va fi pe poz. 2 in V' si reciproc

piesele de pe alte pozitii (3, 4, ... 9) rdman pe loc



Reprezentarea unei mutari (cont.)
‘p,-j =piesa i e pe pozitia j

(1) Daca facem mutarea mj»:
piesa de pe poz. 11n v va fi pe poz. 2 in V' si reciproc
(m12 — pii=p12) 1 va fi pe poz. 1 doar daca era pe poz.
A (m12 = plo=p11) 1 va fi pe poz. 2 doar dac3 era pe poz.
A (mi2 — phy=p22) 2 va fi pe poz. 1 doar daci era pe poz.
A (m12 — phy=p21) 2 va fi pe poz. 2 doar daci era pe poz.

=N =N



Reprezentarea unei mutari (cont.)
‘p,-j =piesa i e pe pozitia j

(1) Daca facem mutarea mj»:
piesa de pe poz. 11n v va fi pe poz. 2 in V' si reciproc

(m12 — pii=p12) 1 va fi pe poz. 1 doar daca era pe poz. 2
A (m12 = plo=p11) 1 va fi pe poz. 2 doar dac3 era pe poz. 1
A (mi2 — phy=p22) 2 va fi pe poz. 1 doar dac3 era pe poz. 2
A (m12 — phy=p21) 2 va fi pe poz. 2 doar dac3 era pe poz. 1

Rescriem in CNF:
(mm12 V =piy V p12) A (mm2 Vo pi V —p12)
A (mm12 V =p1o Vop1) A (mmi2 Vo pio V opir)
A (=m12 V =py; V p22) A (=ma1 V py; V —po2) ..



Reprezentarea unei mutari (cont.)

‘p,-j =piesa i e pe pozitia j

(1) Daca facem mutarea mj»:
piesa de pe poz. 11n v va fi pe poz. 2 in V' si reciproc

(m12 — pii=p12) 1 va fi pe poz. 1 doar daca era pe poz. 2
A (m12 = plo=p11) 1 va fi pe poz. 2 doar dac3 era pe poz. 1
A (mi2 — phy=p22) 2 va fi pe poz. 1 doar dac3 era pe poz. 2
A (m12 — phy=p21) 2 va fi pe poz. 2 doar dac3 era pe poz. 1

Rescriem in CNF:
(mm12 V =piy V p12) A (mm2 Vo pi V —p12)
A (mm12 V =p1o Vop1) A (mmi2 Vo pio V opir)
A (=m12 V =py; V p22) A (=ma1 V py; V —po2) ..

(2) Daca facem mutarea mj»
piesele de pe alte pozitii (3, 4, ... 9) rdman pe loc

(mm12 V =pis V p13) A (—mi2 V pi3 V —p13)  piesa 1 pe poz. 3
A (mmi2 V —phs V pa3) A (mmia V phs V mpa3)  piesa 2 pe poz. 3

la fel pentru toate cele 12 mutari



Constrangeri pentru mutari

(3) Nu putem face doud-mutari odata.
Deci pentru orice doud mutdri distincte, 12 - (12 — 1)/2 perechi:

—\(m12 A m23) adica (—\m12 V —|m23)
—(mi2 A mis) adica  (—mi2V —mis)



Constrangeri pentru mutari

(3) Nu putem face doud-mutari odata.
Deci pentru orice doud mutdri distincte, 12 - (12 — 1)/2 perechi:

—\(m12 A m23) adica (—\m12 vV —|m23)
—(mi2 A mis) adica  (—mi2V —mis)

(4) Trebuie sa facem una din mutdrile asociate unei pozitii libere:

(mp11 A p21 A oo A mpg1 — mip V mya) poz. 1 liber3
A (=p12 A =p22 A ... A—pga — mia V mpz V mas) ... poz. 2 liberd
sau Tn CNF:

(P11 V P21 V...V pg1 V. mio V mua)
A (p12V p22 V...V pga V mia V mo3 V mos)



Constrangeri pentru mutari

(3) Nu putem face doud-mutari odata.
Deci pentru orice doud mutdri distincte, 12 - (12 — 1)/2 perechi:

—\(m12 A m23) adica (—\m12 vV —|m23)
—(mi2 A mis) adica  (—mi2V —mis)

(4) Trebuie sa facem una din mutdrile asociate unei pozitii libere:

(mp11 A p21 A oo A mpg1 — mip V mya) poz. 1 liber3
A (5p12 A =p2a2 A oo A—pga — mia V mpz V mps) ... poz. 2 liberd
sau Tn CNF:

(P11 V P21 V...V pg1 V. mio V mua)
A (p12V p22 V...V pga V mia V mo3 V mos)

Putem face o mutare doar daca una din cele doud pozitii e libera:
e implicata de constrangerile de mai sus: trebuie facuta o mutare
pentru o pozitie libera si nu putem face doud mutari



Relatia de tranzitie

Constrangerile de mai sus definesc legatura dintre starea curentd
(vectorul de propozitii V) si starea urm3toare (vectorul V).
am introdus si propozitiile auxiliare mj; (care nu tin de stare),
dar le-am putea elimina

Legatura = relatie . Nu e o funetie pentru cd putem face mai
multe mutdri (2, 3 sau 4) si ajunge Tn mai multe stdri succesor.

Combinand constrangerile (1)-(4) avem deci o formuld R(v, V')
care depinde de propozitiile p;; din vectorul de stare ¥ si p,’-j din v':

R(v,V') e relatia de tranzitie: descrie cum evolueaza sistemul.

’ Relatia de tranzitie poate fi descrisa printr-o formula propozitionala ‘




Solutia problemei e un sir de mutari

S3 presupunem c3 am reusit s3 ordondam piesele in k mutari.

Avem deci k + 1 stdri (configuratii): v0 — vt — ... — vk

e Starea initials v° = (p?;, p,, ...) satisface o formuli:
Si(vV®) = p% A P9y A .. (1 pe poz. 4, 2 pe poz. 1, ...)

e Starea finali vk = (pfl, pfz, ...) e descrisa tot printr-o formula:
Se(VF) = pk A phy A (1 pe poz. 1, 2 pe poz. 2, ...)

e Starile succesive sunt legate prin mutdri (relatia de tranzitie):

Si(VO) A R(VO, V1) A R(VE, V) A ... A R(VKTE, 0K) A Se(VK)

Exista solutie Tn k mutari daca si numai daca formula e realizabila.



Solutia problemei

Putem rezolva deci problema (si multe altele) exprimand-o ca o
problema de logica propozitionald:

Descriem o stare ca formul3d propozitionala.
in particular, starea initiald S; si cea tintd S¢

Descriem o mutare intre stari ca formula propozitionala.
relatia de tranzitie R(v, V') intre doi vectori de stare

=- G3sim un plan de lungime minima c3utand succesiv solutii

pentru formule tot mai complexe: 1, 2, 3, ... pasi

Si(V0) A R(VO, vt) A Se(v?) 1 pas: V0 — !

Si(V0) A R(VO, vh) A R(V, v2) A Sp(v?) 2 pasi: V0 = vl — v
etc.

in functie de problem3, exista si alti algoritmi, dedicati.
Aici am redus problema la o exprimare simpla, fundamentala:
determinarea realizabilitatii unei formule boolene (problema SAT)



