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In cursul de azi

Cum determinam daca o formula e realizabila?
algoritm folosit n rezolvarea multor probleme

Ce Tnseamna o demonstratie logica?



Realizabilitatea unei formule n logica
propozitionald (SAT-problem /satisfiability)



Realizabilitatea unei formule propozitionale (satisfiability)

Se da o formul3 in logica propozitionala.

Exista vreo atribuire de valori de adevar care o face adevarata ?
= e realizabild (engl. satisfiable) formula 7

(aV —bV —d)
A (—aV —b)
A(—aVcVd)
A(—aVbVec)

Gasiti o atribuire care satisface formula?

Formula e in formd normala conjunctivad (conjunctive normal form)
= conjunctie de disjunctii de literali (pozitiv sau negat)

Fiecare conjunct (linie de mai sus) se numeste clauzd



Reguli Tn determinarea realizabilitatii

Simplificim problema, stiind ca vrem formula adevarata
(NU se aplica la simplificarea formulelor in formule echivalente!)

R1) Un literal singur intr-o clauza are o singura valoare utila:

in aA(-aVvbVc)A(-aV bV o) a trebuie s3 fie T
n (avb)A-bA(-aV-bVc) b trebuie sa fie F

(altfel formula are valoarea F)



Reguli pentru determinarea realizabilitatii (cont.)

R2a) Daca un literal e T, pot fi sterse clauzele in care apare
(ele sunt adevarate, le-am rezolvat)

R2b) Dac3 un literal e F, el poate fi sters din clauzele in care apare
(nu poate face clauza adevdrata)

Exemplele anterioare se simplifica:

aN(maVbVc)A(maV-bV-c) =T (bV c)A(=bV —c)

(aVb)A-bA(mav-bve) =5 .

(si de aici a = T, deci formula e realizabil3)



Reguli pentru determinarea realizabilitatii (cont.)

R3) Daca nu mai sunt clauze, formula e realizabil3
(cu atribuirea construitd)

Daca obtinem o clauza vida, formula nu e realizabild
(fiind vid3, nu putem s-o facem T)

(aVB)AaA(av-bve) = (TVB)ATA(TV-bve) B3

stergem toate clauzele (contin T, le-am rezolvat)
= formul3 realizabild (cu a =T)

aN(—maVb)A(=bVc)A(—aV bV —c)

= (=bV c) A (=bV —c)

bi;r cA-c Ci;r 1)

~— ~—

(—c devine clauza vidd = nerealizabil3)



Reguli pentru determinarea realizabilitatii (cont.)

Daca nu mai putem face reduceri dupa aceste reguli ?

aN(maVbVc)A(=bV-c) =T (bVCc)A(mbV—c) 77

R4) Alegem o variabil3 si despartim pe cazuri (incercam):
> cu valoarea F
> cu valoarea T
O solutie pentru oricare caz e bund (nu cdutdm o solutie anume).

Daca niciun caz nu are solutie, formula nu e realizabila.



Un algoritm de rezolvare

Problema are ca date:
» lista clauzelor (formula)

» multimea variabilelor deja atribuite (initial vid3)

Regulile 1 si 2 ne reduc problema la una mai simpla
(mai putine necunoscute sau clauze mai putine si/sau mai simple)

Regula 3 spune cand ne oprim (avem raspunsul).

Regula 4 reduce problema la rezolvarea a doud probleme mai simple
(cu o necunoscutd mai putin)

Reducerea problemei la aceeasi problema cu date mai simple
(una sau mai multe instante) inseamn3a c3 problema e recursiva.

Obligatoriu: trebuie s3 avem si o conditie de oprire



Algoritmul Davis-Putnam-Logemann-Loveland (1962)

function solve(truelit: lit set, clauses: clause list)
(truelit, clauses) = simplify(truelit, clauses) (* R1, R2 *)
if clauses = lista vida then
return truelit; (* R3: realizabila, returneaza atribuirile *)
if clauses contine clauza vida then
raise Unsat;  (* R3: nerealizabila *)
if clauses contine clauza cu unic literal a then
solve (truelit U{a}, clauses) (* R1: a trebuie s3 fie T *)
else
try solve (truelit U{—a}, clauses); (* R4: incearcd a=F *)
with Unsat — solve (truelit U{a}, clauses); (* incearca T *)

Rezolvitoarele (SAT solvers/checkers) moderne pot rezolva formule
cu milioane de variabile (folosind optimizari)



Complexitatea realizabilitatii

O formul3 cu n propozitii are 2" atribuiri
= timp exponential incercand toate

O atribuire data se verifica in timp liniar (in dimensiunea formulei)
parcurgem formula o data si obtinem valoarea

In general, a verifica o solutie e (mult) mai simplu decat a o gasi.
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O formul3 cu n propozitii are 2" atribuiri
= timp exponential incercand toate

O atribuire data se verifica in timp liniar (in dimensiunea formulei)
parcurgem formula o data si obtinem valoarea

In general, a verifica o solutie e (mult) mai simplu decat a o gasi.

P = clasa problemelor care pot fi rezolvate in timp polinomial
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)



Complexitatea realizabilitatii

O formul3 cu n propozitii are 2" atribuiri
= timp exponential incercand toate

O atribuire data se verifica in timp liniar (in dimensiunea formulei)
parcurgem formula o data si obtinem valoarea

In general, a verifica o solutie e (mult) mai simplu decat a o gasi.

P = clasa problemelor care pot fi rezolvate in timp polinomial
(relativ la dimensiunea problemei)

cdutare n tablou nesortat: liniar, O(n)

sortare O(nlog n) (eficient), O(n?) (nu folositi)

toate drumurile minime n graf O(n®)
NP (nondeterministic polynomial time) = clasa problemelor pentru
care o solutie (“ghicitd”, datd) poate fi verificats in timp polinomial



Probleme NP-complete

Unele probleme din clasa NP sunt mai dificile decat altele.

Probleme NP-complete: cele mai dificile probleme din clasa NP
daca una din ele s-ar rezolva in timp polinomial,
orice alta problema din NP s-ar rezolva in timp polinomial

= am avea P = NP (se crede P # NP)



Probleme NP-complete

Unele probleme din clasa NP sunt mai dificile decat altele.

Probleme NP-complete: cele mai dificile probleme din clasa NP
daca una din ele s-ar rezolva in timp polinomial,
orice alta problema din NP s-ar rezolva in timp polinomial

= am avea P = NP (se crede P # NP)

Realizabilitatea (SAT) e prima problem3 demonstrat3 a fi NP-completd
(Cook, 1971). Sunt multe altele (21 probleme clasice: Karp 1972).

Cum demonstrdm ca o problemd e NP-completd (grea) ?
reducem o problema cunoscuta din NP la problema studiata

= daca s-ar putea rezolva in timp polinomial problema nou3,
atunci ar lua timp polinomial problema cunoscuta



P = NP?

Una din problemele fundamentale in informatica

NP-Hard NP-Hard

NP-Complete
P=NP=
NP-Complete

Complexity

Se crede cd P # NP, dar nu s-a putut (incd) demonstra

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:P_np_np-complete_np-hard.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:P_np_np-complete_np-hard.svg

Demonstratie vs consecinta logica



Sintaxa si semantica

Pentru logica propozitionald, am discutat:

Sintaxa: o formuld are forma:
propozitie sau (- formuld) sau  (formuld — formul3)

Semantica: calculdm valoarea de adevar (intelesul), pornind de la
cea a propozitiilor
) T dacd v(a) =F
v(ta) = { F dacid v(a) =T
) F dacd v(a) =Tsiv(p)=F
via = f) = { T in caz contrar



Deductii logice

Deductia ne permite sa demonstram o formuld in mod sintactic
(folosind doar structura ei)

E bazatd pe o reguld de inferent3 (de deductie)

A A— B
B

modus ponens

(din Asi A— B deducem/inferam B; A, B formule oarecare)

si un set de axiome (formule care pot fi folosite ca premise/ipoteze)
Al: a— (f— «)

A2 (o= (8= 7)) = ((@ = B) = (@ — 7))

A3 (=8 — —a) = (a— P)

n care «, 3 etc. pot fi Tnlocuite cu orice formule

Exercitiu: aratati cd Al - A3 sunt tautologii



Deductie (demonstratie)

Informal, o deductie (demonstratie) e o insiruire de afirmatii
in care fiecare rezultd (poate fi derivatd) din cele anterioare.



Deductie (demonstratie)

Informal, o deductie (demonstratie) e o insiruire de afirmatii
in care fiecare rezultd (poate fi derivatd) din cele anterioare.

Riguros, definim:

Fie H o multime de formule (ipoteze).

O deductie (demonstr.) din H e un sir de formule A;, Az, -+, Ap,
astfel caVie€ 1,n

1. A; este o axiomd, sau
2. A; este o ipotezd (o formuld din H), sau
3. A rezultd prin modus ponens din A;, A anterioare (j, k < i)

[%

Spunem c3 A, rezultd din H (e deductibil, e o consecintd)
Notam: HFE A,



Exemplu de deductie

Demonstram ca A — A pentru orice formuld A

(1) A= ((A— A) — A) Alcua=A=A—=A

2)A= (A=A = A) = (A= (A= A) = (A= A)
Acua=y=A=A—-A

(3) (A= (A= A)) = (A= A) MP(1,2)
(4) A= (A= A) Alcua=p3=A
(5)A— A MP(3,4)

Verificarea unei demonstratii e un proces simplu, mecanic
(verificdm motivul indicat pentru fiecare afirmatie;
o simpl3 comparatie de siruri de simboluri).

G3sirea unei demonstratii e un proces mai dificil.



Alte reguli de deductie

Modus ponens e suficient pentru a formaliza logica propozitionala
dar sunt si alte reguli de deductie care simplificd demonstratiile

p—>q_‘—p—'q modus tollens (reducere la absurd)
ﬁ generalizare (introducerea disjunctiei)
# specializare (simplificare)
PVa g —P eliminare (silogism disjunctiv)

P—q  q—r
p—r

tranzitivitate (silogism ipotetic)



Deductia (exemplu)

Fie H={a, -bVd, a— (bAc), (cANd)— (-aVe)}l.
Ardtati ca H F e.

(1) a ipoteza, H;
(2) a— (bAc) ipotezd, H.
(3) bAc modus ponens (1, 2;
(4) b specializare (3)
(5) d eliminare (4, Hz)
(6) c specializare (3)
(7) cnd (5) si (6)
(8) maVe modus ponens (7, Ha)
(9) e eliminare (1, 8)



Consecinta logicd (semanticd)

Interpretare = atribuire de adevar pentru propozitiile unei formule.
O formul3 poate fi adevarat3 sau falsa intr-o interpretare.
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Consecinta logicd (semanticd)

Interpretare = atribuire de adevar pentru propozitiile unei formule.
O formul3 poate fi adevarat3 sau falsa intr-o interpretare.

Def.: O multime de formule H = {Hy, ..., H,} implicd o formuld C
daca orice interpretare care satisface (formulele din) H satisface C

Not3m: HEC
(C e o consecintd logicd | consecintd semantica a ipotezelor H)

Ca sa stabilim consecinta semantica trebuie s3 interpretdm formule
(cu valori/functii de adevar)
= lucrdm cu semantica (intelesul) formulelor

Exemplu: ardtdm {AV B,CV =B} = AV C  Fie interpretarea v.
Cazul 1: v(B) =T. Atunci v(AV B) =T si v(CV =B) = v(C).
Dacd v(C) =T, atunci v(AV C) = T, deci afirmatia e adevdrata.
Cazul 2: v(B) = F. La fel, reducem la {A} = AV C (adevdrat).



Consistenta si completitudine

H + C : deductie (pur sintacticd, din axiome si reguli de inferent3)
H = C : implicatie, consecintd semanticd (valori de adevar)
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astfel ca HF C, atunci H = C

(Orice teorem3 e validd; orice afirmatie obtinutd prin deductie e

intotdeauna adevarat3)



Consistenta si completitudine

H + C : deductie (pur sintacticd, din axiome si reguli de inferent3)
H = C : implicatie, consecintd semanticd (valori de adevar)

Consistentd: Daca H e o multime de formule, si C este o formula
astfel ca HF C, atunci H = C

(Orice teorem3 e validd; orice afirmatie obtinutd prin deductie e
intotdeauna adevaratd).

Completitudine: Dacd H e o multime de formule, si C e o formul3
astfel ca H = C, atunci H - C.

(Orice tautologie e o teoremd, orice consecintd semanticd poate fi
dedus3 din aceleasi ipoteze).



Consistenta si completitudine

H + C : deductie (pur sintacticd, din axiome si reguli de inferent3)
H = C : implicatie, consecintd semanticd (valori de adevar)

Consistentd: Daca H e o multime de formule, si C este o formula
astfel ca HF C, atunci H = C
(Orice teorem3 e validd; orice afirmatie obtinutd prin deductie e

intotdeauna adevarat3)

Completitudine: Dacd H e o multime de formule, si C e o formul3
astfel ca H = C, atunci H - C.

(Orice tautologie e o teoremd, orice consecintd semanticd poate fi
dedus3 din aceleasi ipoteze).
Logica propozitionala e consistenta si completa:

Ca s3 demonstram o formul3, putem arita ca e valida.
Pentru aceasta, verificam c3 negatia ei nu e realizabila.
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