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Arbori. Definitie



Arbori

Un arbore e un graf conex fara cicluri.
conex = drum fntre orice 2 noduri (din 1 sau mai multi pasi)

E compus din noduri si ramuri (muchii).

= un arbore cu n noduri are n — 1 ramuri
(demonstram prin inductie)

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tree_graph.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tree_graph.svg

Un arbore cu n noduri are n-1 muchii

Demons. prin inductie: P(1): n =1 e trivial (un nod fird muchii)



Un arbore cu n noduri are n-1 muchii
Demons. prin inductie: P(1): n =1 e trivial (un nod fird muchii)
P(n-1) = P(n):

Fie multimea tuturor drumurilor intr-un arbore cu n > 1 noduri.

Cum arborele e aciclic, un drum are doar noduri distincte
(altfel, un drum v;...v; cu v; = v; e un ciclu).



Un arbore cu n noduri are n-1 muchii
Demons. prin inductie: P(1): n =1 e trivial (un nod fird muchii)
P(n-1) = P(n):

Fie multimea tuturor drumurilor intr-un arbore cu n > 1 noduri.

Cum arborele e aciclic, un drum are doar noduri distincte
(altfel, un drum v;...v; cu v; = v; e un ciclu).

= un drum are cel mult n noduri = numa3rul de drumuri e finit
= existd un drum de lungime maxima vy v;, ... V;,

Atunci, v;, e legat doar de v;,, altfel, vy vy, vi, ... v, ar fi mai lung!



Un arbore cu n noduri are n-1 muchii
Demons. prin inductie: P(1): n =1 e trivial (un nod fird muchii)
P(n-1) = P(n):
Fie multimea tuturor drumurilor intr-un arbore cu n > 1 noduri.

Cum arborele e aciclic, un drum are doar noduri distincte
(altfel, un drum v;...v; cu v; = v; e un ciclu).

= un drum are cel mult n noduri = numarul de drumuri e finit
= existd un drum de lungime maxima vy v;, ... V;,

Atunci, v;, e legat doar de v;,, altfel, vy vy, vi, ... v, ar fi mai lung!
Stergem nodul v;; si muchia (v;, v;,). Graful obtinut rdmane conex

(niciun drum n graful initial nu are v; ca nod interior).
E evident si aciclic (nu am ad3ugat muchii noi), deci e un arbore.



Un arbore cu n noduri are n-1 muchii
Demons. prin inductie: P(1): n =1 e trivial (un nod fird muchii)
P(n-1) = P(n):
Fie multimea tuturor drumurilor intr-un arbore cu n > 1 noduri.

Cum arborele e aciclic, un drum are doar noduri distincte
(altfel, un drum v;...v; cu v; = v; e un ciclu).

= un drum are cel mult n noduri = numarul de drumuri e finit
= existd un drum de lungime maxima vy v;, ... V;,

Atunci, v;, e legat doar de v;,, altfel, vy vy, vi, ... v, ar fi mai lung!
Stergem nodul v;; si muchia (v;, v;,). Graful obtinut réméne conex

(niciun drum n graful initial nu are v; ca nod interior).
E evident si aciclic (nu am ad3ugat muchii noi), deci e un arbore.

Din ipoteza de inductie, avand n — 1 noduri, are n — 2 muchii,
deci graful initial avea cu un nod si o muchie in plus, g.e.d.



Arbore cu radacina

De obicei identificam un nod anume numit radacina,
si orientdm muchiile Tn acelasi sens fatd de radacind

Orice nod n afara de radacind are un unic parinte
Un nod poate avea mai multi copii (fii)

Nodurile f3ra copii se numesc noduri frunzi

PZANN
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A

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:N-ary_to_binary.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:N-ary_to_binary.svg

Arbori in informatica

Arborii sunt un mod natural de a reprezenta structuri ierarhice

N—T———m

sistemul de fisiere (subarborii sunt cataloagele)
arborele sintactic intr-o gramatic3 (ex. expresie)
ierarhia de clase in programarea orientata pe obiecte
fisierele XML (elementele contin alte elemente)

<order>
<item>
<title="Data Structures"/>
AN <price="24.99"/>
T </item>
71N <item>
* <title="Mathematical Logic"/>
<price="39.99"/>
</item>
<order>

w—T—— +—m



Arbori ordonati si neordonati

Ordinea dintre copii poate conta (ex. arbore sintactic) sau nu

—~lAAA
Arborii neordonati ﬁ ﬁ g’: g—ﬂ
cu 2 — 4 noduri: g—: g—: E—ﬂ ﬁ
£3 £3 £33 €3
A A L L

Existd n"~2 arbori neordonati cu n noduri (formula lui Cayley)

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Cayley’s_formula_2-4.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Cayley's_formula_2-4.svg

Formula lui Cayley

Existd n"~2 arbori neordonati cu n noduri.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pr%C3%BCfer_sequence

Formula lui Cayley
Existd n"~2 arbori neordonati cu n noduri.

Demonstr.: Fie un arbore neordonat cu n noduri, etichetate de la 1 la n.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pr%C3%BCfer_sequence

Formula lui Cayley
Existd n"~2 arbori neordonati cu n noduri.

Demonstr.: Fie un arbore neordonat cu n noduri, etichetate de la 1 la n.

Reprezentam arborele ca sir de n — 2 numere de la 1 la n, astfel
(cititi optional despre codul Priifer):

» stergem din arbore frunza etichetatd cu numarul cel mai mic
> ad3ugdm la cod numarul (eticheta) parintelului/vecinului sju

> repetam pand raman doar 2 noduri in arbore
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https://en.wikipedia.org/wiki/Pr%C3%BCfer_sequence

Formula lui Cayley
Existd n"~2 arbori neordonati cu n noduri.

Demonstr.: Fie un arbore neordonat cu n noduri, etichetate de la 1 la n.

Reprezentam arborele ca sir de n — 2 numere de la 1 la n, astfel
(cititi optional despre codul Priifer):

» stergem din arbore frunza etichetatd cu numarul cel mai mic
> ad3ugdm la cod numarul (eticheta) parintelului/vecinului sju
> repetam pand raman doar 2 noduri in arbore

Secventa obtinuta este codul Priifer al arborelui, si este unicd pentru
fiecare arbore neordonat de n noduri.

Pe fiecare pozitie a codului Priifer putem avem un numar intre 1 si n.
Exista n — 2 pozitii

= n"~2 coduri Priifer diferite

= n"2 arbori neordonati diferiti.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pr%C3%BCfer_sequence

Codul Priifer — exemplu

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tree_graph.svg

Pentru arborele de mai sus, codul Priifer este: 4, 4, 4, 5
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Codul Priifer — exemplu

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tree_graph.svg

Pentru arborele de mai sus, codul Priifer este: 4, 4, 4, 5

stergem frunza 1 (nodul etichetat cu nr. minim)
adaugam la cod nr. parintelui sau: 4


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tree_graph.svg

Codul Priifer — exemplu

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tree_graph.svg

Pentru arborele de mai sus, codul Priifer este: 4, 4, 4, 5

stergem frunza 1 (nodul etichetat cu nr. minim)

adaugam la cod nr. parintelui sau: 4

stergem frunza 2 (urm. nr. minim), addugam nr. pdrintelui: 4, 4
stergem frunza 3 (urm. nr. minim), ad3ugdm nr. parintelui: 4, 4, 4


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tree_graph.svg

Codul Prifer — exemplu

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tree_graph.svg

Pentru arborele de mai sus, codul Priifer este: 4, 4, 4, 5

stergem frunza 1 (nodul etichetat cu nr. minim)

adaugam la cod nr. parintelui sau: 4

stergem frunza 2 (urm. nr. minim), addugam nr. pdrintelui: 4, 4
stergem frunza 3 (urm. nr. minim), ad3ugd3m nr. p3rintelui: 4, 4, 4
4 a devenim frunza si e nodul cu nr. minim, deci e sters

addugam la cod nr. parintelui sau: 4, 4, 4,5


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tree_graph.svg

Codul Prifer — exemplu

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tree_graph.svg

Pentru arborele de mai sus, codul Priifer este: 4, 4, 4, 5

stergem frunza 1 (nodul etichetat cu nr. minim)

adaugam la cod nr. parintelui sau: 4

stergem frunza 2 (urm. nr. minim), addugam nr. pdrintelui: 4, 4
stergem frunza 3 (urm. nr. minim), ad3ugd3m nr. p3rintelui: 4, 4, 4
4 a devenim frunza si e nodul cu nr. minim, deci e sters

addugam la cod nr. parintelui sau: 4, 4, 4,5

au mai ramas doar 2 noduri, deci am obtinut codul Priifer.


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tree_graph.svg

Arbori — structuri recursive



Arborele definit recursiv

Un arbore e un nod cu 0 sau mai multi subarbori
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Un arbore e un nod cu 0 sau mai multi subarbori
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Toate nodurile au informatie de acelasi tip



Arborele definit recursiv

Un arbore e un nod cu 0 sau mai multi subarbori

= o listd de subarbori (frunzele au lista vid3)

In functie de problema, nodurile contin informatie

Toate nodurile au informatie de acelasi tip

’a tree = T ’a * ’a tree list
S
t =TCS,[
N
TCa’,[1)1);
b, 1) A
T(’B’,[ a S
TCS?, [
TCa’,[1)1); a

TCb, 1D



Definitie recursiva: cu arbore vid

Definitia datd: bun3 cand arborele totdeauna existd (ex.: expresie)

Uneori, arborele poate fi vid (ex.: pentru reprezentarea de multimi).



Definitie recursiva: cu arbore vid

Definitia datd: bun3 cand arborele totdeauna existd (ex.: expresie)

Uneori, arborele poate fi vid (ex.: pentru reprezentarea de multimi).

Putem defini atunci:
Un arbore e fie arborele vid
fie un nod cu mai multi subarbori
= extindem tipul anterior cu o valoare pentru arborele vid

tip_nou = tip_vechi U {valoare-speciald}



Definitie recursiva: cu arbore vid

’a option = None | Some ’a

indica in ML o valoare de tipul ’a care poate eventual lipsi



Definitie recursiva: cu arbore vid

’a option = None | Some ’a

indica in ML o valoare de tipul ’a care poate eventual lipsi

= lucram cu valori de tipul ’a tree option
None sau Some t, cu t de tip ’a tree definit anterior:

’a tree = T ’a * ’a tree list



Definitie recursiva: cu arbore vid

type ’a option = None | Some of ’a
indica in ML o valoare de tipul ’a care poate eventual lipsi
= lucram cu valori de tipul ’a tree option

None sau Some t, cu t de tip ’a tree definit anterior:
type ’a tree = T of ’a * ’a tree list

type ’a tree option = None | Some of ’a tree

let f = function (* parametru arbore, vid sau nu *)
| None -> (* cazul de prelucrare pentru arborele vid *)
| Some T(r, tl) -> (* radacina r, lista de copii tl *)



Arbori neetichetati

Uneori, nu avem informatie utild decat Tn nodurile frunza:
= reprezentam explicit varianta de nod frunza
’a tree = L a | T ’a tree list




Arbori neetichetati

Uneori, nu avem informatie utild decat Tn nodurile frunza:
= reprezentam explicit varianta de nod frunza
’a tree = L ’a | T ’a tree list

= arborele e echivalent cu o listd ierarhica (lista de liste)

[a, [b, c], [d, [e, f], g], h]
dar o list3 de liste trebuie s3 fie uniforma pe nivele (acelasi tip)



Arbori neetichetati

Uneori, nu avem informatie utild decat Tn nodurile frunza:
= reprezentam explicit varianta de nod frunza
’a tree = L ’a | T ’a tree list

= arborele e echivalent cu o listd ierarhica (lista de liste)

[a, [b, c], [d, [e, f], g], h]
dar o list3 de liste trebuie s3 fie uniforma pe nivele (acelasi tip)

T [L ’a’; T [L ’b’; L ’c’];
TI[Ld; TI[L e’; L £°]; L °g’]; L ’h’]

Imagine: R. M. Keller: Computer Science: Abstraction to Implementation



Arbori binari



Arbori binari

Intr-un arbore binar, fiecare nod are cel mult doi copii,
identificati ca fiul stang si fiul drept (oricare/ambii pot lipsi)

= un arbore binar e fie: arborele vid
un nod cu cel mult doi subarbori



Arbori binari

Intr-un arbore binar, fiecare nod are cel mult doi copii,
identificati ca fiul stang si fiul drept (oricare/ambii pot lipsi)

= un arbore binar e fie: arborele vid
un nod cu cel mult doi subarbori
’a bintree = Nil | T ’a bintree * ’a * ’a bintree

Instantiind pentru noduri intregi:

inttree = Nil | T inttree * int * inttree



Arbori binari

inttree = Nil | T inttree * int * inttree
Un arbore binar de in3ltime n are cel mult 2"+ — 1 noduri

subarborele stang:
T (T(Nil, 2, Nil), 7,
T(T(Nil, 5, Nil), 6, T(Nil, 11, Nil)))

subarborele drept:
T (Nil, 5, T(T(Nil, 4, Nil), 9, Nil))

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Binary_tree.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Binary_tree.svg

Arbori binari de cautare
Memoreaza valori sortate in ordine

Pentru fiecare nod,
relativ la valoarea din radacina:

subarborele stdng are valori mai mici

subarborele drept are valori mai mari


https://en.wikipedia.org/wiki/Binary_search_tree

Arbori binari de cautare
Memoreaza valori sortate in ordine

Pentru fiecare nod,
relativ la valoarea din radacina:

subarborele stdng are valori mai mici

subarborele drept are valori mai mari

C3utarea se face recursiv, comparand mereu elementul cautat cu rdd3cina
subarborelui curent:

dacd sunt egale = am gasit elementul in arbore

dacd e <, se continud cdutarea in subarborele stang

dacd e >, n subarborele drept

Pot fi folositi pentru a reprezenta multimi

https://en.wikipedia.org/wiki/Binary_search_tree


https://en.wikipedia.org/wiki/Binary_search_tree

Arbori binari de cautare

Cautarea: recursiv in subarborele potrivit:

let bsearch x = (* cauta x in arbore *)
let rec srchx = function (* x fixat mai sus *)
| Nil -> false
| T (left, v, right) ->
v = x || srchx (if x < v then left else right)
in srchx



Arbori strict binari

engl. strictly binary tree, proper binary tree (binar propriu-zis)

Fiecare nod care nu e frunza are exact doi copii
de exemplu, un arbore pentru expresii cu operanzi binari
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de exemplu, un arbore pentru expresii cu operanzi binari

’a bintree = L ’a | T ’a bintree * ’a * ’a bintree

daca avem acelasi tip Tn frunze si celelalte noduri



Arbori strict binari

engl. strictly binary tree, proper binary tree (binar propriu-zis)

Fiecare nod care nu e frunza are exact doi copii
de exemplu, un arbore pentru expresii cu operanzi binari

’a bintree = L ’a | T ’a bintree * ’a * ’a bintree

daca avem acelasi tip Tn frunze si celelalte noduri

Arbore strict binar cu n frunze = n—1 noduri ce nu sunt frunze

Un arbore strict binar de Tnaltime n are cel mult 2" frunze



Arbori - parcurgeri



Parcurgerea arborilor

in preordine: radacina, subarborele stang, subarborele drept
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Parcurgerea arborilor

in preordine: radacina, subarborele stang, subarborele drept
in inordine: subarborele stdng, radacina, subarborele drept

in postordine: subarborele stdng, subarborele drept, radacina

subarborii se parcurg si ei tot in ordinea datd (pre/in/post ordine)!

Pentru expresii, obtinem astfel formele prefix, infix si postfix

Parcurgerea in pre-/ post-ordine e definita la fel pentru orice arbori
(nu doar binari).



Exemplu: parcurgere in preordine ,
/N

preord ( /7\

2 preord(3/ \6 ) preord( 9)

2 7 preord(3) preord( ./ N\ ) 5 preord(
8 1 4

2 7 3 6 81 5 9 4



Exemplu: parcurgere in inordine ,
/N

inord( /7\

7 5

inord( 3 7N 6 ) 2 inord( A 9)
/ N\ /
8 1 4

6 9
inord( 3) 7 inord( 6 7N\ . ) 2 5 inord( /)
4

378 6 1 25409



Exemplu: parcurgere in postordine ,

AN
pOStord( /7\ 5\ )
3 6 9
/\ /
8 1 4
7 5
AN AN
postord( 3 6 ) postord( 9) 2
/ N\ /
g 1 4

6
postord(3) postord( .~ \. ) 7 postord(
8 1

3816 7 4 9 5 2



Parcurgeri pentru arbori de expresii

Parcurgere in preordine = expresii prefix

* % - _
pre( I\ ) = Fopre( s\ )5 =
- 5 2 +
/\ / \
2+ 3 4
/ N\
3 4

Parcurgere in postordine = expresii postfix
*
ost
post( R
- 7
/\ /\
2 - 4
/\
4 5

5

) = post( /_\ )7* = 2 post( /_\ )-T7*
5 -

4 5

245 - -7 %




Traversari cu numararea nodurilor (1)

Functia primeste si returneaza ultimul numar folosit la etichetare
(dacd un arbore primeste n, primul nod va fi etichetat cu n+1)
Diferenta intre numarul returnat si primit e nr. de noduri din arbore.

o[ O/UQ
T W s X\KP
//ﬁ&\\; B\

Astang Adrept 5 //éi\l\; . //ﬁ

4
m — (n+1) = nr,noduri(Astang) J
ny — ny = nr_noduri(Adrept) ’




Traversari cu numararea nodurilor (2)

Inordine

anz OH 9

N\ /// \\
//ﬁ&\\ X\\g

B1 Ky Do

Astang Ad.,ept 2///%4\\5 7/%

m — n = nr_nodufi(Astang)
ny — (m+1) = nr_noduri(Adrept) J3 Es Cs




Traversari cu numararea nodurilor (3)

Postordine

nJan-f—l OH 9
Vo +1

NS /// \\\
///\\\ é&\Y

B Ky D7

Astang Ad.rept X //%\\\3 ] ///6

nm—n= nr,nOdel(Astang) J E C
ny — n = nr_noduri(Adrept) o i
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