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Ce se poate si nu se poate calcula?

Data fiind o problema, se poate scrie un program care o rezolva?

Teorema lui Cantor: Nu exista bijectie de la X la P(X)
[XI <[P(X)]

Care e legdtura?



Programe si probleme

Un program (in cod sursd) e un sir de caractere.
desi nu orice sir de caractere e un program valid

Notand cu Progs multimea programelor si & alfabetul caracterelor
Progs C X%
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Programe si probleme

Un program (in cod sursd) e un sir de caractere.
desi nu orice sir de caractere e un program valid

Notand cu Progs multimea programelor si & alfabetul caracterelor
Progs C X%

O clas3 de probleme (sunt multe altele):

Fiind dat3 o multime de siruri S = {s1, s, ..., Sp, ...}, si un sir w,
apartine el multimii date, w € §7

Orice multime de siruri defineste (cel putin) o problema
P(X*) C Probs

Teorema lui Cantor ne spune atunci:
|Progs| < |X*| < |P(X*)| < |Probs|

Nu putem asocia deci fiecarei probleme un program!



Ce putem calcula?



DFA/NFA recunosc doar limbaje regulate

Intr-un automat (DFA sau NFA) comportamentul e determinat
complet de stare si intrare

Automatul “stie” doar starea Tn care se afla:
are memorie finita

L={a"b"|n € N} nu e un limbaj regulat
ar trebui sa numaram céati a apar, verificam sa fie la fel de multi b.
fard nicio limitare
= pt. a recunoaste limbajul
avem nevoie de o structurd cu memorie nelimitatd

Conceptual, un calculator nu are nici el limitd de memorie
(desi in realitate aceasta este, desigur, finitd).



Masina Turing = automat cu stari finite +
memorie nelimitata
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Masina Turing

banda
- LI TTITITITT---
cap citire/scriere

Masina Turing e compusa din:

un automat cu stari finite

0 bandad cu un numar infinit de celule
fiecare celula a benzii contine un simbol
(banda poate fi infinitd la unul/ambele capete, e echivalent)

un cap de citire/scriere al simbolurilor de pe band3
(controlat de automat)

Automatul si continutul benzii determind Tmpreund
comportamentul masinii Turing.



Exemplu: masina Turing pt. L={a"b"|n € N}

[ [alafafb]blb] [ -
WP

a—aR b—5bHR

O—-0 R, a—a R
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Masina Turing

Automatul si continutul benzii determina comportamentul.

in functie de
starea curentd a automatului
simbolul citit de pe banda

Masina efectueaza urmatoarele actiuni:
trece in starea urmatoare (a automatului)
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Masina Turing

L1 [afafalbfbfb] | |-
@

Initial, banda contine un sir finit de simboluri de intrare,
capul de citire/scriere e pe primul simbol (cel mai din stanga);

restul celulelor contin un simbol special (O = vid sau blank)

La fiecare pas, este citit/scris doar simbolul aflat imediat sub capul
de citire/scriere!



Ca orice automat, masina Turing Tncepe executia din starea initiala.

a—a R b—b R

accept

O—0 R, a—a R



Intr-o masina Turing, tranzitiile dintre stari au forma de mai jos
simbol citit — simbol scris, directie mutare cap (L/R)

a—a R b—b R

accept

O—-0 R, a—a R



Intr-o masind Turing, tranzitiile dintre stari au forma de mai jos
simbol citit — simbol scris, directie mutare cap (L/R)

@ aHD’R
—

Tranzitia a — O, R: dac3 se citeste simbolul a de pe banda, atunci
se scrie [1 si se mutd capul de citire/scriere cu o celuld la dreapta

R: muta capul de citire/scriere cu o celuld la dreapta
L: mut3 capul de citire/scriere cu o celuld la stanga

O: simbolul vid
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Important:

Spre deosebire de un automat DFA/NFA, o masind Turing nu se
opreste la terminarea sirului de intrare!

Executia continud pana cand se ajunge intr-una din starile finale:
de acceptare: sirul este acceptat, face parte din limbaj
de rejectare: sirul este respins, nu face parte din limbaj
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Exemplu: abb ¢ L={a"b"|n € N}

O—-0 R a—a R



Obs.: masinile Turing sunt deterministe!

Pentru fiecare combinatie de stare non-finala g si simbol de band3
7y, existd o unicd tranzitie 6(q, )
(tranzitiile lipsa, dacd existd, duc implicit in starea de rejectare)

a—a R b—b R

accept

O—-0 R a—a R
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Masina Turing — descriere formala

Formal, masina Turing se descrie printr-un tuplu cu 7 elemente:

Q@: multimea starilor automatului finit (de control)
Y: multimea finitd a simbolurilor de intrare (din sirul initial)
I multimea simbolurilor de pe band3 (care pot fi scrise);
important: ¥ C I (I are cel putin un simbol in plus, [J)
§:QxIT—=QxTx{L R}
functia de tranzitie:
da starea urmatoare,
simbolul cu care e nlocuit cel curent,
si mutarea la stdnga sau dreapta
("n unele versiuni, echivalente, capul poate si raimane pe loc)

go € Q: starea initial3 a automatului de control

O e\ X: simbolul vid (blanc) (O ¢ X)
toate celulele cu exceptia unui numar finit sunt initial vide

F C Q: multimea starilor finale, automatul se opreste (halt)
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Important:

Spre deosebire de un automat DFA/NFA, o masind Turing nu se
opreste la terminarea sirului de intrare!

Executia continud pana cand se ajunge ntr-una din starile finale:
de acceptare: sirul este acceptat, face parte din limbaj
de rejectare: sirul este respins, nu face parte din limbaj

Exista situatii Tn care nu se ajunge niciodata ntr-o stare final3!!
Pentru anumite limbaje si anumite siruri de intrare, masina Turing

poate intra intr-un ciclu infinit, f3rd s3 accepte sau s3 respingd
vreodatd sirul de intrare primit!
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O masin3 Turing este de tip subrutind daca, n loc s3 accepte sau
s3 respingd un sir de intrare, efectueazad anumite transformari
asupra acestuia
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Astfel, pe band3 rezultd un nou sir, care poate fi prelucrat mai
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Masini Turing de tip subrutina

O masin3 Turing este de tip subrutind daca, n loc s3 accepte sau
s3 respingd un sir de intrare, efectueazad anumite transformari
asupra acestuia

dupd care intr3 intr-o stare finald (marcatd done sau halt).

Astfel, pe band3 rezultd un nou sir, care poate fi prelucrat mai
departe sau acceptat/respins de o altd masind Turing.

Masinile Turing subrutind pot fi folosite pentru a compune masini
Turing mai complexe din masini Turing mai simple.



Exemplu: numara simboluri si scrie numarul in binar

’ | | | |a|a|a|a|a|a| ‘ cati a sunt pe banda?

- — -2 nu modifica
niciun alt simbol

x — xR

obtine fiecare bit din nr. de a O0O00aaaaaall --» OOOCxaxaxall
—_5: schimbd a cu x din 2in 2 <-- O00O0xaxaxald --» O0O0OOxxxaxx[]
«-- OO10xxxaxx[] --» OO10xxxxxx[]
¢-- [O110xxxxxx[] --» [J110xxxxxx[]
done

«--: scrie 0 sau 1 dup3d paritate

repetd pana A a: done



Cat de puternica e o masina Turing?

Ce putem calcula cu ajutorul ei?
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Conceptual, un calculator ideal e un calculator cu memorie
nelimitatd (RAM, HDD/SSD, etc.).

Un calculator ideal poate simula o masind Turing (poate face tot
ce face si aceasta)

O masind Turing poate simula un calculator ideal (poate face
aceleasi lucruri: aritmetica, cicluri, decizii, variabile, etc.) !!

Practic poate descrie orice calcul (implementabil prin program)



Metoda de calcul efectiva

O metod3 de calcul efectiva este un sistem computational cu
urmatoarele proprietati:

> calculul consista dintr-o serie de pasi
> exista reguli fixe conform c3drora un pas e urmat de un altul

» orice calcul care produce un rezultat va ajunge la acesta
intr-un numar finit de pasi

» orice calcul care ajunge la un rezultat ajunge la un rezultat
corect
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Ce se poate calcula, si cum putem defini aceasta notiune ?
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Calculabilitate — Teza Church-Turing

Ce se poate calcula, si cum putem defini aceasta notiune ?

Teza Church-Turing (o afirmatie despre notiunea de calculabilitate)
Orice metod3 de calcul efectivd este echivalentd cu,
sau mai slaba decat o masind Turing.
Urmatoarele modele de calcul sunt echivalente:

» lambda-calculul
» masina Turing

» functiile recursive



Lambda-calcul

Definit de Alonzo Church (1932); poate fi privit ca fiind cel mai
simplu limbaj de programare

O expresie in lambda-calcul e fie:
o variabild X
o functie Ax.e (functie de variabild x)
™ ML: fun x -> e
o evaluare de functie e; e  (functia e; aplicatd argumentului &)
la fel In ML: f x  fara paranteze

Toate notiunile fundamentale (numere naturale, booleni, perechi,
decizie, recursivitate, etc.) pot fi exprimate Tn lambda-calcul.



Decidabilitate



Terminologie

Fie M o masina Turing. Atunci, spunem ca:

» M accepta un sir w dacd ajunge Tntr-o stare acceptoare in
urma executiei pe w

v

M respinge/rejecteaza un sir w dacd ajunge intr-o stare
rejectoare Tn urma executiei pe w

v

M cicleaza infinit pe un sir w dacd, in urma executiei pe w,
nu ajunge nici Tntr-o stare de acceptare, nici intr-una de
rejectare

» M nu accepta w daca il rejecteaza sau cicleaza infinit pe w
» M nu rejecteaza w daca 1l accepta sau cicleaz3 infinit pe w

> M se opreste pe w daca il accepta sau il rejecteaza



Limbajul unui masini Turing

Limbajul unui masini Turing M, notat £(M) este multimea tuturor
sirurilor acceptate de M.

L(M) ={w € £* | M accepts w}

Pt. orice w & L(M), M nu acceptd w (respinge / cicleaza infinit).



Limbaje recognoscibile / recursiv enumerabile

Un limbaj L este recognoscibil (recursiv enumerabil) dac3 existd o
masind Turing M astfel incat L = £(M) (L este limbajul lui M).

O masind Turing M astfel incat L = £L(M) este un recognizer
pentru limbajul L.



Limbaje recognoscibile / recursiv enumerabile

Un limbaj L este recognoscibil (recursiv enumerabil) dac3 existd o
masind Turing M astfel incat L = £(M) (L este limbajul lui M).

O masind Turing M astfel incat L = £L(M) este un recognizer
pentru limbajul L.

Clasa RE reprezinta multimea tuturor limbajelor recognoscibile
(Recursiv Enumerabile)

L € RE < IM. L = L(M)

(unde M e o masind Turing)



Limbaje decidabile / recursive

Dacd M este o masinad Turing si M se opreste (acceptd sau
rejecteazd) pentru fiecare sir de intrare primit, spunem c3 M este
un decident.



Limbaje decidabile / recursive

Dacd M este o masinad Turing si M se opreste (acceptd sau
rejecteazd) pentru fiecare sir de intrare primit, spunem c3 M este
un decident.

Un limbaj L este decidabil (recursiv) daca existd o masind Turing
decidentd M astfel incat L = L(M).

Pt. orice w € L(M), M acceptd w.
Pt. orice w & L(M), M rejecteazd w .



Limbaje decidabile / recursive

Dacd M este o masinad Turing si M se opreste (acceptd sau
rejecteazd) pentru fiecare sir de intrare primit, spunem c3 M este
un decident.

Un limbaj L este decidabil (recursiv) daca existd o masind Turing
decidentd M astfel incat L = L(M).

Pt. orice w € L(M), M acceptd w.
Pt. orice w & L(M), M rejecteazd w .

Clasa R reprezinta multimea tuturor limbajelor decidabile
(Recursive)

L € R & L decidabil



Masina Turing universala

Teoremd (Turing, 1936)

Exista o masind Turing universala Uy care, daca este rulatd pe o
intrare de forma (M, w), unde M este o masind Turing si w este
un sir, simuleazd executia lui M pe w, acceptand, rejectand sau
cicland infinit, dupa cum M accepta, rejecteaza sau cicleaza infinit
pe sirul w.

» M acceptd w = Uy accepta (M, w)
» M respinge w = Urpy respinge (M, w)

» M cicleaza infinit pe w = Ut cicleaza infinit pe (M, w)

Urnm acceptd (M, w) < M acceptd w



Masina Turing universala. Limbajul lui Uy

. e, practic, o masina Turing programabila, astfel incat sa poata
recunoaste orice limbaj recognoscibil

Urnm poate efectua orice calcul care poate fi efectuat de catre orice
dispozitiv de calcul fezabil



Masina Turing universala. Limbajul lui Uy

. e, practic, o masina Turing programabila, astfel incat sa poata
recunoaste orice limbaj recognoscibil

Urnm poate efectua orice calcul care poate fi efectuat de catre orice
dispozitiv de calcul fezabil

Utnm acceptd (M, w) < M acceptd w
Limbajul masinii Turing universale:

L(Urm) = {{M,w) | M masina Turing AN w € L(M)}

Notam Ay = E(UTM) limbajul lui Urpy.



Este Ay decidabil?

Utm este un recognizer pt. Ay, deci Aty € RE (recognoscibil)

Presupunem cd Ay € R (limbaj decidabil)
= exista o masina Turing DU, decidentd pt. Aty
= pt. un input (M, w) DUrpy:

acceptd daca M accepta w

rejecteaza daca M nu accepta w



Este Ay decidabil?

Utm este un recognizer pt. Ay, deci Aty € RE (recognoscibil)

Presupunem cd Ay € R (limbaj decidabil)
= exista o masina Turing DU, decidentd pt. Aty
= pt. un input (M, w) DUrpy:

acceptd daca M accepta w

rejecteaza daca M nu accepta w

Putem construi o masind Turing MWEIRD care, folosind rezultatul
returnat de DUry, sa rejecteze acele siruri w pentru care DUty a
acceptat (MWEIRD, w), si s3 le accepte pe cele rejectate!!

= Imposibill! = A7y nedecidabil



A1y nedecidabil

= Nu exista niciun algoritm care poate determina dacd o masina
Turing oarecare va accepta un sir

= Singurul mod n care putem afla ce face un program oarecare
pentru un input e sa il rulam



A1y nedecidabil

Atm € REsi Aty € R, deci R C RE si R# RE
(exista limbaje recognoscibile care nu sunt decidabile!!)



A1y nedecidabil

Atm € REsi Aty € R, deci R C RE si R# RE
(exista limbaje recognoscibile care nu sunt decidabile!!)

O problem3 e n clasa R dac3 existd un algoritm pentru rezolvarea
sa (se termind intotdeauna).

O problema e n clasa RE dac3 existd un semialgoritm pentru
rezolvarea sa (dac3 rdspunsul e "da" se termind, poate cicla la
infinit altfel).



A1y nedecidabil

Atm € REsi Aty € R, deci R C RE si R# RE
(exista limbaje recognoscibile care nu sunt decidabile!!)

O problem3 e n clasa R dac3 existd un algoritm pentru rezolvarea
sa (se termind intotdeauna).

O problema e n clasa RE dac3 existd un semialgoritm pentru
rezolvarea sa (dac3 rdspunsul e "da" se termind, poate cicla la
infinit altfel).

R # RE = exista situatii cAnd putem verifica dacd un r3spuns e
corect, dar nu avem un algoritm pt a-| determina



A1y nedecidabil

Atm € REsi Aty € R, deci R C RE si R# RE
(exista limbaje recognoscibile care nu sunt decidabile!!)

O problem3 e n clasa R dac3 existd un algoritm pentru rezolvarea
sa (se termind intotdeauna).

O problema e n clasa RE dac3 existd un semialgoritm pentru
rezolvarea sa (dac3 rdspunsul e "da" se termind, poate cicla la
infinit altfel).

R # RE = exista situatii cAnd putem verifica dacd un r3spuns e
corect, dar nu avem un algoritm pt a-| determina

Nu tot ce e adevarat poate fi descoperit ca fiind adevarat...



Problema terminarii (Halting Problem)

In formularea pentru programe:

Nu exista algoritm (program) care ia un program arbitrar P si un
set de date D si determina dacd P(D) (rularea lui P cu datele D)
s-ar termina (opri) sau ar rula la infinit.



Problema terminarii — demonstratie

Presupunem c3a ar exista un astfel de program CheckHalt(P, D).
Deci, CheckHalt(X, X) spune ce face prog. X cu textul sju ca date



Problema terminarii — demonstratie

Presupunem c3a ar exista un astfel de program CheckHalt(P, D).
Deci, CheckHalt(X, X) spune ce face prog. X cu textul sju ca date

Construim un “program imposibil” care face opusul a ceea ce face!

Intai, definim programul Test(X) avand ca intrare un program X:

dacd CheckHalt(X, X) decide "halt", atunci cicleaza la infinit
dacd CheckHalt(X, X) decide "cicleazi", atunci stop

Deci CheckHalt(X, X) spune ce face X(X) iar Test(X) face opusul



Problema terminarii — demonstratie

Presupunem c3a ar exista un astfel de program CheckHalt(P, D).
Deci, CheckHalt(X, X) spune ce face prog. X cu textul sju ca date

Construim un “program imposibil” care face opusul a ceea ce face!

Intai, definim programul Test(X) avand ca intrare un program X:

dacd CheckHalt(X, X) decide "halt", atunci cicleaza la infinit
dacd CheckHalt(X, X) decide "cicleazi", atunci stop

Deci CheckHalt(X, X) spune ce face X(X) iar Test(X) face opusul

Se opreste Test(Test)? Raspunsul e dat de CheckHalt(Test, Test).
dar Test(Test) (cu X=Test) face opusul lui CheckHalt(Test, Test)

= contradictie, deci nu poate exista CheckHalt!



3 limbaje L ai. L ¢ RE

. cu alte cuvinte, exista limbaje nerecognoscibile
. care nu pot fi descrise de nicio gramaticd (negramaticale)
... pentru care nu exista nicio masina Turing care sa poata

confirma c3 un sir w apartine limbajului L (pe cazul general)

Exemplu: Multimea tuturor masinilor Turing care nu isi accepta
propria descriere. (demo prin reducere la absurd: dacd am avea un
recognizer R al limbajului rezultd (R) € L(R) < (R) € L(R)...)

= exista afirmatii adevarate care nu pot fi dovedite!
(< prima teoremd de incompletitudine a lui Godel)
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