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In cursul de azi

Unificarea

Ce e 0 “demonstratie” si “totdeauna adevarat”
si limitele a ce putem demonstra



Unificarea



Cum se face unificarea?

in logica predicatelor, rezolutia unifica un literal cu negatul lui:
AV P(t1,ta,....ty) si BV =P(t],t,.... t))
dacd putem unifica (“potrivi”) argumentele lui P si =P: t; cu ti,...



Cum se face unificarea?
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AV P(t1,ta,....ty) si BV =P(t],t,.... t))
dacd putem unifica (“potrivi”) argumentele lui P si =P: t; cu ti,...

O substitutie e o functie care asociaza unor variabile niste termeni:
{Xl = t1, ..., Xp tn}

Doi termeni se pot unifica daca exista o substitutie care i face egali
(o asemenea substitutie se numeste unificator)
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Cum se face unificarea?

in logica predicatelor, rezolutia unifica un literal cu negatul lui:
AV P(t1,ta,....ty) si BV =P(t],t,.... t))
dacd putem unifica (“potrivi”) argumentele lui P si =P: t; cu ti,...

O substitutie e o functie care asociaza unor variabile niste termeni:
{Xl = t1, ..., Xp tn}

Doi termeni se pot unifica daca exista o substitutie care i face egali
(o asemenea substitutie se numeste unificator)

f(x,g(y;2), t){x = h(z),y = h(b), t = u} = f(h(z), g(h(b), 2), u)

Termenul T cu substitutia ¢ se noteaza uzual postfix: To

Substitutia gasitd se aplica predicatelor care riman (rezolventul):

AV P(ty, ta, ..., ty) BV =P(t],th, ..., t})
AoV Bo




Reguli de unificare

O variabild x poate fi unificatd cu orice termen t (substitutie)
dacd x nu aparein t (altfel, substituind obtinem un termen infinit)
deci nu: x cu f(h(y), g(x, z)); dar trivial, putem unifica x cu x

Doi termeni f(...) pot fi unificati doar dacd au aceeasi functie,
si argumentele (termeni) pot fi unificate (pozitie cu pozitie)

Doud constante (functii cu 0 arg.) = unificate dacd sunt identice

= cu aceste reguli, putem gasi cel mai general unificator
(orice alt unificator se poate obtine din el printr-o altd substitutie)



Demonstratii in logica predicatelor



Cat de generala e o demonstratie?

Vx(boy(x) V girl(x) — child(x))
—boy(x) V —girl(x) V child(x)
—(Vx—(child(x) A getstrain(x)) — Vx—(boy(x) A good(x)))
(—child(y) V —getstrain(y)) A boy(c) A good(c)

—boy(x) V —girl(x) V child(x) boy(c)
rezolutie: —girl(c) V child(c)

Demonstratia e facutd fard a tine cont (sau intelege) semnificatia
predicatelor boy, child, good, etc.:
puteau fi P(x), Q(x), R(x), ...

Demonstratia e valabild pentru orice predicate care satisfac ipotezele.



La ce e buna o demonstratie generala?

Exemplu de teorema:
O relatie de echivalentd defineste o partitie a multimii de definitie.

Vx R(x, x) reflexivitate
A VxYy (R(x,y) — R(y,x)) simetrie
A VxVyVz (R(x,y) A R(y,z) = R(x, z)) tranzitivitate
— VxVy (-3z(R(x,z) A R(y, z)) clase disjuncte

V Vz (R(x,z) <> R(y, z))) sau clase identice



La ce e buna o demonstratie generala?

Exemplu de teorema:
O relatie de echivalentd defineste o partitie a multimii de definitie.

Vx R(x, x) reflexivitate
A YxVy (R(x,y) = R(y,x)) simetrie
N VxVy¥z (R(x,y) A R(y,z) = R(x, z)) tranzitivitate
— VxVy (=3z(R(x,z) A R(y, z)) clase disjuncte

V Vz (R(x,z) <> R(y, z))) sau clase identice

Teorema e adevarata indiferent de semnificatia atribuita lui R(x, y)
(indiferent de interpretare). R ar putea fi (printre altele):

R(x,y) = y mod d (acelasi rest la impartirea cu d)

R(x,y) aef Iength(x) = length(y) liste/siruri de aceeasi lung.

Definim mai precis ce Tnseamna o demonstratie.



Recapitulam: sintaxa logicii predicatelor

Formulele logicii predicatelor sunt definite structural recursiv:

Termenii

variabild v sau constanta ¢

f(ty, -+, tn)

cu f functie n-ard si ty,--- , t, termeni

Formule (well-formed formulas, formule bine formate):

P(t1>"' 7tn)
Qo

a—f

Vv«

L =1

Tn loc de propozitii avem predicate (peste termeni)

cu P predicat n-ar; ty,--- , t, termeni

unde « este o formula

unde «, 8 sunt formule

cu v variabil3, o formul3: cuantificare universali
cu t1, tp termeni (in logica de ord. | cu egalitate)



Sintaxa si semantica

Ca n logica propozitionald (si pentru orice limbaj), deosebim
sintaxa = forma, regulile dup3a care construim ceva
(aici, formule)

semantica = intelesul constructiilor de limbaj

La fel ca n logic propozitionald, lucram cu

deductia (demonstratia): procedeu pur sintactic

implicatia / consecinta logicd (consecinta semanticd):
interpretim formula (intelesul ei, valoarea de adevar)

Ne intereseaza corespondenta dintre aceste doua aspecte.



Reguli si ce Tnseamna aplicarea lor

Regulile discutate sunt sintactice:
manipuleazd forma (simboluri, nu intelesul lor).
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Rezultatul: daca formula era realizabila, ramane realizabil3



Reguli si ce Tnseamna aplicarea lor

Regulile discutate sunt sintactice:
manipuleazd forma (simboluri, nu intelesul lor).

Regulile lui deMorgan: —(aV b) = —-aA—-b, —(aAb)=-aV-b

Inlocuim o form¥ cu alta.
Rezultatul: formulele sunt echivalente

Reguld: Daca un literal L e singur Tntr-o clauza:
stergem toate clauzele din care apare
stergem —L din toate clauzele

Rezultatul: daca formula era realizabila, ramane realizabil3

AV B
Rezultatul: daca formula era realizabild, ramane realizabil3

Rezolutia:




Axiomele calculului predicatelor

Al: o — (8 — «) (A1-A3 din logica propozitionald)
A2 (a = (B =) = ((a=P) = (e =)
A3: (=8 — —a) = (o — B)



Axiomele calculului predicatelor

Al: a — (B — «) (A1-A3 din logica propozitionald)
A2 (= (B —=17)) = ((a = B) = (@ —7))

A3: (=8 — —a) = (o — B)

Ad: Vx(a — B) = (Vxa — ¥xp)

A5: Vxa — afx < t] dacd x poate fi substituit* cu t in «

Ab6: @ — Vxa  dacd x nu apare liber in «

*Definim: putem substitui variabila x cu termenul t in Yy daca:
x nu apare liber in ¢ (substitutia nu are efect) sau
X se poate substitui cu tin ¢ si y nu aparein t
(nu putem substitui variabile legate)
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Axiomele calculului predicatelor

Al: a — (B — «) (A1-A3 din logica propozitionald)
A2 (= (B —=17)) = ((a = B) = (@ —7))

A3: (=8 — —a) = (o — B)

Ad: Vx(a — B) = (Vxa — ¥xp)

A5: Vxa — afx < t] dacd x poate fi substituit* cu t in «

Ab6: @ — Vxa  dacd x nu apare liber in «

*Definim: putem substitui variabila x cu termenul t in Vyy daca:
x nu apare liber in ¢ (substitutia nu are efect) sau
X se poate substitui cu tin ¢ si y nu aparein t
(nu putem substitui variabile legate)

A7: x=x

A8 x=y—a=0
unde (3 se obtine din « Tnlocuind oricate din aparitiile lui x cu y.

In logica cu egalitate, adaugam si

A A— B

Regula de inferentd: e suficient modus ponens: 5



Deductie

Fie H o multime de formule. O deductie (demonstratie) din H
e un sir de formule A1, A, --- , Ay, astfel caVie 1,n

1. A; este o axiomd, sau

2. A; este o ipoteza (o formuld din H), sau

3. Aj rezultd prin modus ponens din A;, A anterioare (j, k < i)

o

Spunem c3 A, rezultd din H (e deductibil, e o consecintd). Notam:

HEA,



Alte reguli de inferenta

Vx p(x , , . ,
X plx) instantiere universald (vezi AS)
w(c)
unde ¢ e o constantd arbitrard (nu apare anterior in demonstratie)

Daca ¢ e valabil pentru orice x, atunci si pentru o valoare arbitrara c.
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w(c)
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Daca ¢ e valabild pentru o valoare arbitrara, e valabild pentru orice x.
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Alte reguli de inferenta

Vx p(x , , . ,
X plx) instantiere universald (vezi AS)
w(c)
unde ¢ e o constantd arbitrard (nu apare anterior in demonstratie)

Daca ¢ e valabil pentru orice x, atunci si pentru o valoare arbitrara c.

p(c) : e
— generalizare universald (vezi A6)
Vx p(x)
unde c e o valoare arbitrard (nu apare in ipoteze)

Daca ¢ e valabild pentru o valoare arbitrara, e valabild pentru orice x.

Ix p(x) , : . -
— instantiere existentiald
w(c)
Dac3 existd o valoare cu proprietatea ¢, o instantiem (cu un nume nou).
(<) . o
— generalizare existentiala
Ix ¢(x)

Daca ¢ e adevaratd pentru o valoare, exista o valoare care o face adevdrata



Semantica

Definim notiunile:
univers
interpretare
model

consecinta semantica



Cum interpretam o formulad ?

Intuitiv, gdsim un inteles pentru fiecare simbol din formula:
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Cum interpretam o formulad ?

Intuitiv, gdsim un inteles pentru fiecare simbol din formula:

O interpretare (structurd) | in logica predicatelor consts din:

o multime nevidda U numita universul sau domeniul lui |
(multimea valorilor pe care le pot lua variabilele)

pentru orice simbol de constanta ¢, o valoare ¢; € U
pentru orice simbol de functie n-ara f, o functie f; : U" — U

pentru orice simbol de predicat n-ar P, o submultime P; C U".
(o relatie n-ard pe U)

Deci, dam o interpretare fiecarui simbol din formul3.

O interpretare nu d3 valori variabilelor (vezi ulterior: atribuire).



Exemple de interpretari

VxVyVz.P(x,y) A P(y,z) = P(x, z)
De exemplu:

universul U = numere reale;
predicatul P: relatia <

tranzitivitate



Exemple de interpretari

VxVyVz.P(x,y) A P(y,z) = P(x, z) tranzitivitate
De exemplu:
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JeVx —A(x, e)
existenta multimii vide:
predicatul A(x,y) ex €y



Exemple de interpretari

VxVyVz.P(x,y) A P(y,z) = P(x, z) tranzitivitate
De exemplu:

universul U = numere reale;

predicatul P: relatia <

JeVx —A(x, e)
existenta multimii vide:
predicatul A(x,y) ex €y

Vx.Vy.P(x,y) = 3z.P(x,z) A P(z,y)

Putem gasi o interpretare in care e adevarata si una in care e falsa



Atribuiri si valori de adevar

Fie I o interpretare cu univers U
si fie V multimea tuturor simbolurilor de variabile.

O atribuire este o functies: V — U
(d3 fiecdrei variabile libere o valoare din univers)

= din atribuirea s se poate obtine valoarea pentru orice termen
(stim valoarea fiecarei variabile si intelesul fiecarei functii)



Atribuiri si valori de adevar

Fie I o interpretare cu univers U
si fie V multimea tuturor simbolurilor de variabile.

O atribuire este o functies: V — U
(d3 fiecdrei variabile libere o valoare din univers)

= din atribuirea s se poate obtine valoarea pentru orice termen
(stim valoarea fiecarei variabile si intelesul fiecarei functii)

Interpretarea | da si intelesul fiecarui predicat

= putem calcula valoarea de adevar a unei formule
-, — etc. au Intelesul cunoscut din logica propozitionald
trebuie definit Tntelesul (semantica) lui V



Atribuiri si valori de adevar

Fie I o interpretare cu univers U
si fie V multimea tuturor simbolurilor de variabile.

O atribuire este o functies: V — U
(d3 fiecdrei variabile libere o valoare din univers)

= din atribuirea s se poate obtine valoarea pentru orice termen
(stim valoarea fiecarei variabile si intelesul fiecarei functii)

Interpretarea | da si intelesul fiecarui predicat

= putem calcula valoarea de adevar a unei formule
-, — etc. au Intelesul cunoscut din logica propozitionald
trebuie definit Tntelesul (semantica) lui V

Spunem c3 Vx¢ e adevarata in interpretarea / cu atribuirea s dac3
e adevaratd Tnlocuind x cu orice valoare d € U din univers.



Modele si tautologii

Un model pentru o formul3d ¢ e o interpretare Tn care formula
e adevarata pentru orice atribuire a variabilelor.

Spunem c3 ¢ e adevdratd in interpretarea /, si notdm | = ¢



Modele si tautologii

Un model pentru o formul3d ¢ e o interpretare Tn care formula
e adevarata pentru orice atribuire a variabilelor.

Spunem c3 ¢ e adevdratd in interpretarea /, si notdm | = ¢

Obs: Dacd o formuld nu are variabile libere, valoarea ei de adevar
depinde doar de interpretare, nu si de vreo atribuire.

Def: O tautologie e o formula adevarata in orice interpretare.



Modele si tautologii

Un model pentru o formul3d ¢ e o interpretare Tn care formula
e adevarata pentru orice atribuire a variabilelor.

Spunem c3 ¢ e adevdratd in interpretarea /, si notdm | = ¢
Obs: Dacd o formuld nu are variabile libere, valoarea ei de adevar
depinde doar de interpretare, nu si de vreo atribuire.

Def: O tautologie e o formula adevarata in orice interpretare.

Spre deosebire de logica propozitionald, Tn logica predicatelor,
numarul interpretarilor e infinit
= nu mai putem construi exhaustiv tabelul de adevar.

E esential deci s putem demonstra o formul3d
(pornind de la axiome si reguli de inferentd)



Implicatia logicd (consecinta semanticd)

Fie H o multime de formule si C o formula.

Notdm / = H dacd | e un model pentru fiecare formulad din H.

Spunem cd H implics C (H |= C) daca pentru orice interpretare /,
I E Himplicda | = C

(C e adev. in orice interpretare care satisface toate ipotezele din H)



Consistenta si completitudine

La fel ca in logica propozitionala
deductia (demonstratia) se face pur sintactic
consecinta/implicatia logica e o notiune semantica,
considerand interpretari si valori de adevar.



Consistenta si completitudine

La fel ca in logica propozitionala
deductia (demonstratia) se face pur sintactic
consecinta/implicatia logica e o notiune semantica,
considerand interpretari si valori de adevar.

Calculul predicatelor de ordinul | este consistent si complet:
H+ C dacd si numai dacd H = C
Concluzia C se poate deduce (demonstra) + din ipotezele H daca

si numai dac3 ea e o consecintd semantici |= a ipotezelor H
(e adevdratd n orice interpretare care satisface toate ipotezele)



Consistenta si completitudine

La fel ca in logica propozitionala
deductia (demonstratia) se face pur sintactic
consecinta/implicatia logica e o notiune semantica,
considerand interpretari si valori de adevar.

Calculul predicatelor de ordinul | este consistent si complet:
H+ C dacd si numai dacd H = C

Concluzia C se poate deduce (demonstra) + din ipotezele H daca
si numai dac3 ea e o consecintd semantici |= a ipotezelor H
(e adevdratd n orice interpretare care satisface toate ipotezele)

Dar: relatia de implicatie logica e doar semidecidabila

dacd o formul3 e o tautologie, ea poate fi demonstrata

dar dacd nu e, Tncercarea de a o demonstra (sau o refuta) poate
continua la nesfarsit



Exista logici mai bogate decat logica predicatelor

Principiul inductiei matematice e (in ciuda numelui)
o reguld de deductie in teoria aritmeticd a numerelor naturale

VP[P(0) Ak € N.P(k) — P(k +1)] = ¥n € N P(n)

formul3 n logica de ordinul 2 (cuantificare peste predicate)



Exista logici mai bogate decat logica predicatelor

Principiul inductiei matematice e (in ciuda numelui)
o reguld de deductie in teoria aritmeticd a numerelor naturale

VP[P(0) A Yk € N.P(k) — P(k +1)] — ¥n € N P(n)
formul3 n logica de ordinul 2 (cuantificare peste predicate)

Poate fi definit ca o schem& de axiome (o axiom3 pentru fiecare
predicat), fard a cuantifica peste predicate

Vx[P(0,x) AVn(P(n,x) — P(5(n), X)) — ¥YnP(n,Xx)]

X: toate celelalte variabile de care depinde predicatul P



Exista logici mai bogate decat logica predicatelor

Principiul inductiei matematice e (in ciuda numelui)

o reguld de deductie in teoria aritmeticd a numerelor naturale
VP[P(0) AVk € N.P(k) — P(k+1)] = Vn € N P(n)

formul3 n logica de ordinul 2 (cuantificare peste predicate)

Poate fi definit ca o schem& de axiome (o axiom3 pentru fiecare
predicat), fard a cuantifica peste predicate

Vx[P(0,x) AVn(P(n,x) — P(5(n), X)) — ¥YnP(n,Xx)]

X: toate celelalte variabile de care depinde predicatul P

Mai general: inductia structurala: demonstram proprietati despre
obiecte tot mai complexe (pt. obiecte definite inductiv/recursiv)



Logica are limitari

Teoria numerelor naturale cu adunare (aritmetica Presburger) e
decidabild (orice putem exprima despre adunarea numerelor
naturale e demonstrabil).

Dar: nu putem exprima divizibilitate, numere prime, etc.

Aritmetica lui Peano (cu adunare si inmultire) e mai bogat3
dar e nedecidabild. sunt afirmatii despre care nu se poate decide
daca sunt adevdrate sau nu.



Teoremele de incompletitudine ale lui Godel

Prima teorem3 de incompletitudine:

Orice sistem logic consistent care poate exprima aritmetica
elementard e incomplet



Teoremele de incompletitudine ale lui Godel

Prima teorem3 de incompletitudine:

Orice sistem logic consistent care poate exprima aritmetica
elementard e incomplet

i.e., se pot scrie afirmatii care nu pot fi nici demonstrate nici
infirmate Tn acel sistem

Demonstratie: codificind formule si demonstratii ca numere
construim un numar care exprima ca formula sa e nedemonstrabila



Teoremele de incompletitudine ale lui Godel

Prima teorem3 de incompletitudine:

Orice sistem logic consistent care poate exprima aritmetica
elementard e incomplet

i.e., se pot scrie afirmatii care nu pot fi nici demonstrate nici
infirmate Tn acel sistem

Demonstratie: codificind formule si demonstratii ca numere
construim un numar care exprima ca formula sa e nedemonstrabila

A doua teorema de incompletitudine:

Consistenta unui sistem logic capabil sa exprime aritmetica
elementard nu poate fi demonstratd in cadrul acelui sistem.

dar ar putea fi eventual demonstratd in alt sistem logic



