Logica si structuri discrete

Functii

Casandra Holotescu

casandra@cs.upt.ro

https://tinyurl.com/lecturesLSD


mailto:casandra.holotescu@cs.upt.ro
https://tinyurl.com/lecturesLSD

Ce Tnvatam la acest curs?



Discret vs. continuu

Nu studiem domeniul continuu
numere reale, infinitezimale, limite, ecuatii diferentiale
vezi: analizd matematica

Studiem notiuni/obiecte care iau valori distincte, discrete
(intregi, valori logice, liste, relatii, arbori, grafuri, etc.)



Logica si structuri discrete, sau ...

Matematici discrete cu aplicatii
folosind programare functionald

Bazele informaticii
notiunile de baza din stiinta calculatoarelor
unde si cum se aplica
=> cum s3 programam mai bine



Programare functionala in ML

Vom lucra cu un limbaj Tn care notiunea fundamental3 e functia

ilustreazd concepte de matematici discrete (liste, multimi, etc.)
concis (in cateva linii de cod se pot face multe)

fundamentat riguros = ajut3 sa evitam erori

Programarea functional3d
complementard programdrii imperative (in C)
vom discuta ce e comun, si ce e diferit (si de ce)

Caml: un dialect de ML, cu interpretorul si compilatorul OCaml
http://ocaml.org


http://ocaml.org

E relevanta programarea functionala?

“A language
that doesn't affect the way you think about programming

is not worth knowing."”
Alan Perlis

Conceptele din programarea functionald au influentat alte limbaje:
JavaScript, Python, Scala; F# (.NET) e foarte similar cu ML

Exemplu: adoptarea functiilor anonime (lambda-expresii)
1930 A-calcul (Alonzo Church) — pur teoretic
1958: LISP (John McCarthy)
1973: ML (Robin Milner)
2007: C# v3.0
2011: C4++11
2014: Java 8



OK, sa-i dam drumul!



Cum demonstram o afirmatie?



Demonstratia prin reducere la absurd

Contrapozitiva unei afirmatii:
negam premisa si concluzia, si le inversam.

afirmatia P=Q
are contrapozitiva —-Q = —P

in logica, o afirmatie e echivalent3d cu contrapozitiva ei.
P=Q & -Q=-P

Demonstratia prin reducere la absurd
— presupunem concluzia fals3
— ardtdm ca atunci premisa e falsd = absurd (e adevarat3)
— deci concluzia nu poate fi falsi = e adevarata



Demonstratia prin inductie matematica

Dac3 o propozitie P(n) depinde de un numar natural n , si
1) cazul de bazd : P(0) e adevarats
2) pasul inductiv : pentru orice n > 0

P(n) = P(n+1)

atunci P(n) e adevdratd pentru orice n.



Cum ardtam ca o afirmatie (universald) e fals3?

E suficient s3 gasim un contraexemplu.

Exemplu:

dacd o propozitie Q(n) depinde de un numar natural n
si pentru n =3, Q(3) e falsd = Q(n) e fals3



Multimi — scurt intro



Ce sunt multimile?

Definitie informala:

O multime e o colectie de obiecte numite elementele multimii.

Doua notiuni distincte: element si multime
x € §:  elementul x apartine multimii S

x € S:  elementul x nu apartine multimii S

Ordinea elementelor nu conteazd  {1,2,3} = {1, 3,2}
Un element nu apare de mai multe ori 23



Submultimi

Aeo submultimealuiB: ACB
daca fiecare element al lui A e si un element al lui B.

A e o submultime propriea lui B: ACB
dacd A C B si existd (mdcar) un element x € B astfel ca x ¢ A.

Obs. Ca sa demonstram A € B e suficient sa gasim un element
x € A pentru care x € B.

Dacd AC Bsi B C A, atunci A= B (multimile sunt egale)



Cardinalul unei multimi

Cardinalul (cardinalitatea) unei multimi A e numarul de elemente
al multimii.

Cardinalul unei multimi A se noteaza |A|.

Putem avea multimi finite: |{1,2,3,4,5}| =5
sau infinite: N, R, etc.

Care e cardinalul unei multimi infinite? |[N| = |R| =00 ?
Nu:

IN| = R Np — cel mai mic cardinal infinit
R = 2%



Tupluri

Un n-tuplu e un sir de n elemente (x, x2, . . .

Proprietati:
elementele nu sunt neaparat distincte
ordinea elementelor in tuplu conteaza

Cazuri particulare:
pereche (a, b),
triplet (x,y, z), etc.



Produs cartezian

Produsul cartezian a doua multimi e multimea perechilor
Ax B=1{(a,b)|ac A be B}

Produsul cartezian a n multimi e multimea n — tuplelor
A X Ay X ... XAn:{(Xl,Xz,...,Xn) ‘X,‘ ceA,1<i< n}

Dacad multimile sunt finite, atunci
|A1 X Ax X ... X Ap| = |A1] - |A2] ... |An]



Functii — aspect matematic



Functii

Fiind date multimile A si B, o functie f : A — B e o asociere prin
care fiecdrui element din A i corespunde un singur element din B.

B

\ [~

A

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Total_function.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Total_function.svg

O functie e definita prin trei componente

A

1. domeniul de definitie @

2. domeniul de valori (codomeniul)

3. asocierea/corespondenta propriu-zisa
(legea, regula de asociere)

f:Z—7Z f(x)=x+1 si
f:R—=R, f(x)=x+1

sunt functii distincte!



Exemple care NU sunt functii

nu asociaza o valoare fiecirui element

B B
A A

=\

asociaza mai multe valori unui element

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Partial_function.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Multivalued_function.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Partial_function.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Multivalued_function.svg

O definitie alternativa

O functie f : A — B este o multime f C A x B a. 1. pentru fiecare
element a € A existd un unic element b € B a. 1. (a,b) € f.

Not3m aceastd alegere unicd a lui b cu f(a).

Consecint3: putem avea o functie f : () — N ?
Da: fCOxN&fChesf=10

pentru orice a € () existd un unic b€ N a. 1. (a, b) € f (adevirat)

f = () este functia vid¥



Proprietati ale functiilor



Functii injective

O functie f : A — B e injectiva dac3
pentru orice xi,x2 € A, x1 # x2 = f(x1) # f(x)
(asociaza valori diferite la argumente diferite)

Exemple: functie injectiva si neinjectiva
A B A B

\ / 1 d
2 *b

l 3 * C

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Injection.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Surjection.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Injection.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Surjection.svg

Functii injective (cont.)

in locul conditiei  x1,x2 € A, x1 # x2 = f(x1) # f(x2)
putem scrie echivalent:

f(x1) = f(x) = x1 = x

(dacd valorile sunt egale, atunci argumentele sunt egale)

E totunacu x3,x0 €A x1 =x = f(Xl) = f(X2) ?

Nu! Orice functie ia aceeasi valoare pentru argumente egale!
(e o proprietate de bazd a egalitatii si substitutiei).



Proprietati ale functiilor injective

Dacd f : A— B si f e injectiva, atunci |A| < |B].

Nu si invers!!

(Pentru orice multime A a.. |A| > 1 putem construi f s& ducd
doud elemente din A in aceeasi valoare din B)

Demonstratia: prin reducere la absurd si inductie.
1. construim contrapozitiva:
dacd |A| > |B|, atunci f : A — B nu e injectiva
2. prin inductie dupd n, unde n = |B|:
|A| > |B| =n = f:A— B nu poate fi injectiva.



Demonstratie prin inductie

|Al > |B| =n = f:A— B nu poate fi injectiva

Cazul de bazd: n=1, B={b}.

|Al > |B| = |A]>2
|A| > 2 = f(a1) = f(a2) = b1 (unica posibilitate)

deci f nu e injectiva.



Cazul inductiv: pres. P(n) adevarat, dem. P(n) = P(n+1)
fie [Bl|=n+1si byy1 € B.
dacd Jaj, ap din A, f(a1) = f(a2) = bpr1 = f nu e injectiva.
altfel, dacd 3 un unic a; € A, f(a1) = bpy1
putem elimina a; din A si b,y1 din B
fie A=A\ {a1} si BB=B\ {bn+1} atunci |A|>|B'|=n
P(n): |A'| > |B'|=n = f: A" — B’ nu e injectivd

= 3 doud elem. din A’ cu valori egale pentru f.
deci P(n) = P(n+1)

(Principiul lui Dirichlet: dacd Tmp3rtim n + 1 obiecte in n categorii
existd cel putin o categorie cu mai mult de un obiect)



Functii surjective
O functie f : A — B e surjectiva daca

pentru fiecare y € B existd un x € A cu f(x) = y.

functie surjectiva functie nesurjectiva

A B A B

1 d \ [

2 *b
3 ¥
4

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Surjection.svg
Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Injection.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Surjection.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Injection.svg

Proprietati ale functiilor surjective

Dacd f : A— B si f e surjectiva, atunci |A| > |B].

Nu si invers!!
(Putem construi f a. 1. sd nu ia ca valoare un element anume din
B, dacd |B| > 1).

Putem transforma o functie nesurjectiva intr-una surjectiva prin
restrangerea domeniului de valori:

i R—=R, fi(x)= x2 nu e surjectivs,
dar f, : R — [0,00), fi(x) = x? (restrans3 la valori nenegative)
este surjectiva.



Functii bijective. Proprietati

O functie care e injectiva si surjectiva se numeste bijectiva.

O functie bijectiva f : A — B pune n corespondentd unu la unu
elementele lui A cu cele ale lui B.

A B

1- -d Pentru orice functie, din definitie,
la fiecare x € A corespunde

2 b un unicy € Beu f(x) =y

3 > c Pentru o functie bijectivd, si invers:

4 a la fiecare y € B corespunde

un unicx € Acu f(x) =y

Dacd existd f : A — B si f e bijectivd, atunci |A| = |B] .

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Bijection.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Bijection.svg

Compunerea functiilor



Compunerea functiilor
Fie functiile f : A— Bsig: B — C.

Compunerea lor este functia gof: A— C

(g o F)(x) = &(f(x))

Putem compune gof doar cand codomeniul lui f = domeniul lui g'!

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Compufun.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Compufun.svg

Proprietati ale compunerii functiilor

Compunerea a douad functii e asociativa.
(fog)oh=fo(goh)

Demonstratie: fie x oarecare din domeniul lui h. Atunci:

((fog)oh)(x) = (fo(goh))(x) =
rescriem o = (fog)(h(x)) rescriem o = f((goh)(x))
rescriem o = f(g(h(x))) rescriem o = f(g(h(x)))

Compunerea a doua functii nu e neaparat comutativa

Puteti da un exemplu pentru care fog # gof ?



Functii inversabile

Pe orice multime A putem defini functia identitate
idp: A— A
ida(x) = x (notatd adeseori si 14)

O functie f : A — B e inversabild daca existd o functie
f~1: B — A astfel incat
f~lof =idysi
fofl=idg.



Functii inversabile

O functie e inversabild daca si numai daca e bijectivd. Demonstram:

Daca f e inversabila:
pentru y € B oarecare, fie x = f ~1(y).

Atunci f(x) = f(f1(y)) = y, deci f e surjectivi
dacd f(x1)="f(x2), atunci f_l(f(X]_)):f_l(f(XQ)),
deci x3 =xp (injectivd)

Reciproc, dac3d f e bijectiva:
— f e surjectivd = pentru orice y € B existi x € Acu f(x) =y
— f fiind injectiva, dacd f(x1) = y = f(x2), atunci x; = xo.

Deci f1:B— A fi(y)=acel xa. T f(x)=y
e o functie bine definitd, f~1(f(x)) = x, si f(f 1(y)) =y.



Imagine si preimagine

Fief: A— B.

Dacd S C A, multimea elementelor f(x) cu x € S se numeste
imaginea lui S prin f, notatd f(S5).

Dacd T C B, multimea elementelor x cu f(x) € T se numeste
preimaginea lui T prin f, notats f~1(T).
f~Hf(S)2S

Aplicand ntdi functia si apoi inversa ei se pierde precizie.
(nu orice calcul e reversibil).



Probleme de numarare



Cate functii exista dela AlaB 7

Dac3 A si B sunt multimi finite exists |B|!l functii de la A la B.

(in fiecare element din B se poate mapa orice element din A)

Demonstratie: prin inductie matematicd dupd |A|

Multimea functiilor f : A — B se noteaz3 uneori BA

Notatia ne aminteste c3 num3rul acestor functii e |B|IAl.



Cate functii injective exista de la Ala B 7

Daca A si B sunt multimi finite si f : A — B injectiva
= |f(A)| = |A] (imaginea lui f va avea |A| elemente).

Ordinea n care alegem elementele conteazs !
(ordini diferite = functii diferite)
... deci avem aranjamente de |B| luate cite |A|

B|!
= exista A|A| = ]

8| = m functii injective



Cate functii bijective exista de la Ala B 7

Dacad A si B sunt multimi finite si f : A — B bijectiva
= |f(A)| = |A| = |B] (imaginea lui f va avea |A| elemente).

Ordinea n care alegem elementele conteaza !

... deci avem permutdri de |A| elemente

= exista P4 = |A]! functii bijective



Functii — aspect computational



Functii: aspectul computational

in limbajele de programare, o functie exprima un calcul:
primeste o valoare (argumentul) si produce ca rezultat altd valoare

INPUT x
v
(
FUNCTION f:

%

OUTPUT f(x)

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Function_machine2.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Function_machine2.svg

Functii in OCaml

Cel mai simplu, definim functii astfel:

fx=x+1
“fie functia f de argument x, cu valoarea x + 1"

Putem defini si identificatori cu alte valori (de ex. numerice):

y = 3 defineste identificatorul y cu valoarea 3 (un intreg)

nume = expresie
leagd (asociazd) identificatorul nume cu valoarea expresiei date



Functiile sunt si ele valori

In diagrame, functiile nu au neaparat nume:

| | functia care asociaza 1 lui 0, etc.

Putem scrie si in OCaml:
X -> x + 1 o expresie reprezentand o functie anonima

Ca la orice expresie, putem asocia un nume cu valoarea expresiei:

f = x >x+1 e la fel ca fx=x+1

O functie e si ea o valoare (ca intregii, realii, etc.) si poate fi
folositd la fel ca orice valoare (datd ca parametru, returnatd, etc.)



Apelul de functie

Dacad am definit o functie:
fx=x+3

o apelam scriind numele functiei, apoi argumentul:

f 2

Putem apela direct si o functie anonima:
( X > x + 3) 2

Interpretorul raspunde, calculand valoarea:
- : int =5

avem o valoare fard nume (-), care e un intreg, si are valoarea 5



Apelul de functie

Apel de functie in ML:
f2

In ML, functiile se apeleaza fard paranteze!

Tn matematicg, folosim paranteze:
ca s3 grupdm calcule care se fac intdi: (24 3) % (7 — 3)
ca sd identificdm argumentele functiilor: f(2)

In ML, folosim paranteze doar pentru a grupa (sub)expresii:
£ (5+7)
( x ->x+3) 2

Diverse limbaje au reguli de scris diferite (sintaxa).




Tipuri de date

Daca definim

fx=x+1

interpretorul OCaml evalueaza definitia si raspunde
val £ : int -> int = < >

Matematic:
f e o functie de la Tntregi la Tntregi

In program:
f e o functie cu argument de tip intreg (int)

si rezultat de tip intreg (domeniul si codomeniul devin tipuri)



Tipuri de date

val £ : int -> int = < >

in programare, un tip de date e o multime de valori,
Tmpreund cu niste operatii definite pe astfel de valori.

int -> int

e tipul functiilor de argument Tntreg cu valoare Tntreaga.

In ML, tipurile pot fi deduse automat (inferentad de tip):

pentru ca la x se aplica +, compilatorul deduce ca x e ntreg

Pentru reali, am scrie fx=x+.1.

cu punct zecimal pentru reali, si Tn operatori: +., *. etc.



Functii definite pe cazuri

X daca x>0

Fie abs:Z—Z abs(x) = { —x altfel (x < 0)

Valoarea functiei nu e datd de o singura expresie,
ci de una din doud expresii diferite (x sau -x),
depinzand de o conditie (x > 0).

in ML:

abs x = x >= 0 X - X



Functii definite pe cazuri

abs x = x >=0 X - X

if expr; then expr, else expr3

e o expresie conditionald

Dacd evaluarea lui expry d3 valoarea true (adevirat)
valoarea expresiei e valoarea lui exprs,
altfel e valoarea lui exprs.

expry si exprs trebuie s3 aibe acelasi tip (ambele ntregi, reale, ...)

In alte limbaje (C, Java, etc.) if si ramurile lui sunt instructiuni.

In ML, e o expresie. ML nu are instructiuni, ci doar expresii
(care sunt evaluate), si definitii (1et) care dau nume unor valori.



Functii cu mai multe argumente

Matematic:
fZxXZ—Z, f(x,y)=2x+y-—1

In ML, enumeram doar argumentele (f3rd paranteze, fira virgule):
fxy=2xx+y -1
iar interpretorul raspunde
val £ : int -> int -> int = < >

f e o functie care ia un intreg si Tnca un intreg
si returneaza un intreg.



Functii cu mai multe argumente

fxy=2xx+y -1

val £ : int -> int -> int = < >

S3 fixam primul argument, de ex. x = 2:
f2,y)=2-24y-1

Am obtinut o functie de un argument (y), singurul rdmas nelegat.

n ML, evaluand

f 2 (fixdnd x = 2)
interpretorul raspunde:

- : int -> int = < >.

Deci, f e de fapt o functie cu un argument x, care returneaza o
functie. Aceasta ia argumentul y si returneaza rezultatul numeric.



Compunerea functiilor - ilustrare computationala

INPUT
x=3
\/
FUNCTION f:
NG Rezultatul functiei f devine
) Courpur argument pentru functia g
f(X)fg Prin compunere, construim
INPUT functii complexe din functii
FUNCTION g: mai simple.
x+1
v
OUTPUT
9(f(x))=10

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Function_machine5.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Function_machine5.svg

Compunerea functiilor in ML

Definim o functie comp care compune doua functii:

comp f g x =1 (g x)

Echivalent, puteam scrie:

comp f g = x > f (g %)

comp f g
e functia care primind argumentul x returneaza f(g(x))

Interpretorul indica
val comp : (’a -> ’b) -> (°c -> ’a) -> ’c -> b =<

>



Compunerea functiilor in ML

val comp : (’a -> ’b) -> (°c -> ’a) -> ’c -> ’b = <fun>

Tipurile >a, ’b, ’c pot fi oarecare.

Argument cu argument:
>c e tipul lui x
’c => ’a e tipul lui g: duce pe x n tipul ’a
>a => b e tipul lui £: duce tipul >a n tipul ’b
(codomeniul lui g e domeniul lui f)
’b e tipul rezultatului

Putem apela:
comp ( x => 2xx) ( x >x+1) 3

careda 2 * (x + 1) pentru x = 3, adica 8.



Operatorii sunt functii

Operatorii (ex. matematici, +, *, etc.) sunt tot functii:
ei calculeazd un rezultat din valorile operanzilor (argumentelor).

Diferenta e doar de sintaxa:
scriem operatorii intre operanzi (infix),

iar numele functiei Tnaintea argumentelor (prefix).

Putem scrie Tn ML operatorii si prefix:

(+) 34 parantezele deosebesc de operatorul + unar
addl = (+) 1
addl 3 lafel ca: (+) 1 3

add1l e functia care adauga 1 la argument, deci x > x+ 1



Rezumat

Prin functii exprimam calcule Tn programare.
Operatorii sunt cazuri particulare de functii.

Domeniile de definitie si valori corespund tipurilor din programare.
Cand scriem /compunem functii, tipurile trebuie si se potriveascs.

in limbajele functionale, functiile pot fi manipulate ca orice valori.
Functiile pot fi argumente si rezultate de functii.

Functiile de mai multe argumente (sau de tuple) pot fi rescrise
ca functii de un singur argument care returneaza functii.



De stiut

S3 rationdm despre functii injective, surjective, bijective, inversabile
S3 construim functii cu anumite proprietati

S3 numardm functiile definite pe multimi finite (cu proprietdti date)
S& compunem functii simple pentru a rezolva probleme

Sa identificam tipul unei functii
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